Лекции по дисциплине

«Численные методы»

Тема 1. Теория погрешностей
§1. Источники и классификация погрешностей
Часто встречаются математические задачи, точное вычисление которых бывает весьма сложным. В этих случаях обычно прибегают к тем или иным приближенным вычислениям. Поэтому приближенные и численные методы алгебры, математического анализа и дифференциальных уравнений получили широкое развитие. Однако при вычислении вручную некоторые выкладки могут привести к ошибкам.

Типы ошибок приближенных вычислений:

1. вычислительные ошибки; 

2. ошибки округления; 

3. проблемы устойчивости вычислительной схемы.

Поэтому в настоящее время, все чаще прибегают к услугам ЭВМ. Несмотря на это, каждый творчески работающий специалист экономического направления должен владеть прикладными численными методами.

Определение. Численные методы это методы решения задач, сводящиеся к арифметическим и некоторым логическим действиям над ними, т.е. к действиям которые выполняет ЭВМ.

При численном решении математических и прикладных задач возможно появление на том или ином этапе погрешностей следующих типов:

· Погрешность задачи. Она связана с приближенным характером исходной содержательной модели (невозможно учесть все факторы в процессе изучения моделируемого явления) и ее математического описания, параметрами которого служат обычно приближенные числа.

· Погрешность метода. При выборе способа решения поставленной математической задачи выбирают наиболее удобный приближенный способ, который не всегда является точным.

· Погрешность округлений.  При выполнении арифметических операций над числами, при вводе и выводе данных производится округление.

Погрешности, соответствующие этим причинам называют:

· Неустранимая погрешность;

· Устранимая погрешность;

· Вычислительная погрешность.

§2. Погрешность численного решения задачи

Введем некоторые переменные.

x* ( точное значение вычисляемого параметра;
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Чтобы численный метод считался удачно выбранным, необходимо выполнение некоторых условий:

1) его погрешность должна быть в несколько раз меньше неустранимой погрешности ((0 < (1);

2) вычислительная погрешность в несколько раз меньше погрешности метода ((3 < (2). 

А также должно выполняться условие: (0 ( (1 +(2 +(3.

Рассмотрим некоторые возможные подходы к учету погрешностей действий.

Пусть А и а ( два близких числа. 

А ( точное значение некоторой величины;

a ( приближенное значение этой величины.
Определение. Число а называется приближенным значением по недостатку, если оно меньше истинного значения, и по избытку, если больше.

Например, число 3,14 является приближенным значением числа ( по недостатку, а 2,72 – приближенным значением числа е по избытку.
Величина (a = |А ( a|  называется абсолютной погрешностью приближенного числа a; а  
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А = ( ( n ( n(1 ( 0, ( (1  ( (2 … ( любое число (общий вид);

Определение. Значащими  цифрами числа a называют все цифры его записи, начиная с первой ненулевой цифры слева. (27,076 ( пять значащих цифр, 0,000560 ( три значащих цифры).

Определение. Значащую цифру называют верной, если абсолютная погрешность числа не превосходит единицы разряда, соответствующего этой цифре:

Пусть a = 27,01768     ( a = 0,003

а) a = 27,01(7)68; «7»: единица ее разряда 0,001;  0,003 ( 0,001 ( цифра неверная;

б) a = 27,017(6)8; «6»: единица ее разряда 0,0001; 0,003 ( 0,0001 ( цифра неверная;

в) a = 27,0(1)768; «1»: единица ее разряда 0,01; 0,003 ( 0,01 ( цифра верная;

Теорема: Погрешность, возникающая при округлении не превосходит ½  единицы (по абсолютной величине) меньшего из оставленных разрядов.
А = 3,1415926 ( округляют до двух знаков после запятой: а = 3,14.

( a = |А ( а| = 0,0015926       (3,1415926 – 3,14 = 0,0015926).

Единица меньшего из оставленных разрядов – 0,01 ( 
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Повторное округление не рекомендуется, т.к. приводит к увеличению погрешности.

Например: Пусть число А = 34, 24463, тогда  

а) а = 34,25;     б) а = 34,24

Рассмотрим абсолютные погрешности пунктов а) и b):

В случае а) погрешность ( a = |А ( а| = |34,24463 – 34,25| = 0,00537, больше погрешности пункта   б) ( a = |А ( а|  = |34,24463 – 34,24| = 0,00463,                         т.е. 0,00537 ( 0,00463.

   Следовательно, приближенное значение числа А в пункте b) является более точным.

При сложении и вычитании приближенных чисел с различным числом верных значащих цифр после запятой результат округляется по минимальному числу верных цифр после запятой у исходных чисел.

При умножении и делении приближенных чисел с различным числом верных значащих цифр производится округление результата с числом значащих цифр, совпадающим с минимальным числом верных значащих цифр у исходных чисел.

Тема 2. Решение нелинейного уравнения
§ 1. Общая постановка задачи
Пусть дано уравнение f(x) = 0, где f(x) ( непрерывная функция.

Требуется вычислить действительные корни этого уравнения с заданной точностью.

I. Отделение корней уравнения.

Отделить корни ( значит указать отрезки [ai, bi], на каждом из которых содержится ровно один корень уравнения.

1) Обозначим y = f(x) и построим график этой функции, корнями уравнения являются точки пересечения графика функции с осью (ох).
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2) Если уравнение задано в виде g(x) = h(x)    (или g(x) ( h(x) = 0)

Введем обозначения y = g(x), y = h(x)  и построим эти графики в одной системе координат.

Абсциссы точек пересечения и являются корнями уравнения f(x) = 0.


[image: image11]
II. Определение отрезка. 

На выбранном отрезке [a, b] находится один корень уравнения f(x) = 0.

§2. Методы решения уравнений с одной переменной
Рассмотрим несколько методов решения уравнений с одной переменной.

а) Метод половинного деления (метод вилки)
Вилка это любой отрезок, на концах которого функция имеет различные знаки.

Пусть функция y = f(x) определена и непрерывна при всех x на отрезке [a,b] и имеет на концах этого отрезка значения разных знаков, т.е. f(а)(f(b)(0, то существует по крайней мере одна точка С из этого отрезка, значение функции в которой равна нулю.  (f(с) = 0) 

Будем называть отрезок [a, b] промежутком существования корня, а точку с ( пробной точкой.

Обозначим a = a0, b = b0.

Найдем середину этого отрезка:
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В результате возможны два случая:

1) f(с0) = 0 ( с0 ( точное значение корня;

2) f(с0) ( 0  (( ( 0) ( данный отрезок разбивается на два отрезка               [a0, с0] и  [с0, b0].

Найдем значение функции в этой точке f(с0). Если знак функции в т.С совпадает со знаком функции в т. b0, то в дальнейшем вместо f(b0) будем использовать f(с0). (Соответственно, если знак функции в т.С совпадает со знаком функции в т. а0, то вместо f(а0) будем использовать f(с0))

Таким образом из этих двух отрезков выбирают тот, на концах которого функция имеет значения разных знаков. Получается новый отрезок ( [a1, b1]. 

Т.е. f(а1) ( f(b1) ( 0, и, определив точку с1 ( [a1, b1] как середину этого отрезка производим те же операции.

В результате:

Длина отрезка [a1, b1] равна половине длины отрезка [a0, b0]:

|[a1, b1]| = ½ |[a0, b0]|;

Длина отрезка [a2, b2] равна ¼ длины отрезка [a0, b0]:

|[a2, b2]| = ¼  |[a0, b0]|   и т.д.

Вывод: 
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В качестве приближенного значения корня берем середину отрезка [an, bn]


[image: image14.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

2

n

n

b

a



[image: image15.wmf]n

b

a

b

a

c

x

n

n

n

n

Þ

<

=

£

-

+

e

1

0

0

2

|

]

,

[

|

2

|

]

,

[

|

|

*

|

 число шагов алгоритма
x* ( точное значение корня

cn ( приближенное значение корня

Метод половинного деления позволяет вычислять искомый корень с любой наперед заданной точностью. Он особенно удобен для проведения вычислений на вычислительных машинах.

б)  метод касательных (метод Ньютона)
Пусть действительный корень уравнения f(x) = 0 изолирован на отрезке [a, b], где f(x) – непрерывная функция, а значения f(a) и f(b) на концах отрезка имеют разные знаки и обе производные f ’(x) и f ’’(x) сохраняют знак на всем отрезке [a, b].

Возьмем на [a, b] такое число x1, при котором f(x0) имеет тот же знак, что и f ’’(x0), т.е. такое, что f(x0) (f ’’(x0) ( 0 (в частности за x0 можно принять тот из концов отрезка [a, b], в котором соблюдено это условие).

Проведем в точке М0(x0, f(x0)) касательную к кривой f(x). За приближенное значение корня берется абсцисса точки пересечения этой касательной с осью (ох), т.е. точка М1(х1, 0). 

Рассмотрим случай, когда f ’(x) и f ’’(x) имеют одинаковые знаки.

[image: image16]
Пусть у = f(x). Напишем уравнение касательной в точке М0(x0, f(x0))

y = f(x0) + f ((x0)(x – x0) – общее уравнение касательной.

Подставим точку М1(x1, 0) в уравнение касательной:

0 = f(x0)  + f ’(x0)(x1 – x0)

f ’(x0)(x1 – x0) = – f(x0)
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Проведем теперь касательную в точке М1(x1, f(x1))

y = f(x1) + f ’(x1)(x – x1)

и подставим точку М2(х2, 0).
0 = f(x1)  + f ’(x1)(x2 – x1)

f ’(x1)(x2 – x1) = – f(x1)
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Полученная таким образом последовательность x0, x1, x2, … имеет своим пределом искомый корень.

Вывод:
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где xn ( xn+1
Замечание: В случае, когда f ’(x) и f ’’(x) имеют разные знаки, формулы для нахождения xn+1 имеют тот же вид. (Доказать самостоятельно)
Правила выбора исходной точки x0:

За исходную точку х0 следует выбирать тот конец отрезка [a, b], в котором знак функции совпадает со знаком f ’’(x).

Оценка погрешности (имеет место не только для метода касательных).

y = f(x) – дифференцируема на [a, b]

x* – точное значение корня уравнения f(x) = 0.

x* ( [a, b], с( [a, b], с ( x*

Рассмотрим отрезок с концами x* и с и к этому отрезку применим теорему Лагранжа:

Существует такая точка ( из отрезка с концами x* и с для которой выполняется равенство

f(с) – f(x*) = f ’(()(с – x*), 

так как x* – точное значение корня уравнения f(x) = 0, то f(x*) = 0    ( f(с) = f ’(()(с – x*).

Т.к. точка с не является корнем этого уравнения, то можем записать f(с) ( 0 ( f ’(() ( 0. Выразим (с – x*):


[image: image22.wmf])

(

'

)

(

*

l

f

c

f

x

с

=

-


Отсюда можем написать 
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где    
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– условие окончания вычислений.

в) метод хорд

Метод заключается в том, что дуга графика функции f(x) = 0 на отрезке [a,b] заменяется стягивающей ее хордой. В качестве приближенного значения корня берется точка пересечения хорды с осью (ох).

Пусть функция f(x) определена и непрерывна при всех x( [a, b] и на [a, b] меняет знак, т.е. f(а) ( f(b) ( 0. Тогда данное уравнение имеет хотя бы один корень.

I случай:

f ((x) и f ((x) имеют одинаковые знаки.

[image: image28]
Напишем общее уравнение прямой, проходящей через две точки М1(x1, y1) и М2(x2, y2):

(М1М2):   
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Используя это уравнение, проведем хорду через точки А(а, f(а)) и B(b, f(b)):
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, возьмем точку пересечения хорды с осью (ох) с координатами у = 0, x = x1.
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, отсюда 
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Проведем хорду через точки А(х1, f(х1)) и B(b, f(b)):
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, возьмем точку пересечения хорды с осью (ох) с координатами у = 0, x = x2.
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, отсюда 
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Полученная таким образом последовательность x0, x1, x2, … имеет своим пределом искомый корень.

Вывод:
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II случай:

f ((x) и f ((x)  имеют разные знаки.
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, у = 0, x = x1
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, отсюда 
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Проведем хорду через точки А(a, f(a)) и B(x1, f(x1)):
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, возьмем точку пересечения хорды с осью (ох) с координатами у = 0, x = x2.
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, отсюда 
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Полученная таким образом последовательность x0, x1, x2, … имеет своим пределом искомый корень.

Вывод: 
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В качестве начального приближения x0 надо взять тот конец [a, b], в котором знак f(x)  и знак f ((x)  противоположны.

Оценка погрешности и условие окончания вычислений такие же, что и в методе касательных.

г)  комбинированное применение методов хорд и касательных
Необходимо найти действительный корень уравнения f(x) = 0, изолированный на отрезке [a, b]. Предполагается, что f(а) и f(b)  имеют разные знаки, а каждая из производных сохраняет определенный знак на отрезке изоляции. Возьмем на отрезке [a, b] такую точку x0, что f(x0) и f ((x0) имеют одинаковые знаки.

Воспользуемся формулами методов хорд и касательных:
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Величины x11 и x12 принадлежат промежутку изоляции, причем f(x11) и f(x12) имеют разные знаки.

Построим новую пару приближений к корню:
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Точки x21 и x22 на числовой оси расположены между точками x11 и x12, причем f(x21) и f(x22) имеют разные знаки.

Вычислим теперь значения:
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, и т.д.

Каждая из последовательностей

x11, x21, x31, …, xn1, …    и   x12, x22, x32, …, xn2, …

стремится к искомому корню, причем одна из последовательностей монотонно возрастает, а другая монотонно убывает.

Пусть 
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– приближенное значение корня, полученное на n-ом шаге методом касательных, а 
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 – приближенное значение корня, полученное на  n-м шаге методом хорд.

Тогда условием окончания вычисления будет:
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Тема 3. Решение системы линейных уравнений

§1. Постановка задачи
Рассмотрим систему из n линейных уравнений с n неизвестными

[image: image59.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

...

.

..........

..........

..........

..........

...

...

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

       (1)
Предположим, что система имеет единственное решение. Найти решение системы А, т.е.
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§2. Методы решения системы линейных уравнений
I. Точные (Прямые) методы 
Точные (Прямые) методы – это методы, которые приводят к решению за конечное число арифметических операций.

а) Формулы Крамера:

Запишем систему (1) в матричном виде: А(X = В, где
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 – матрица системы;
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 – вектор (столбец) неизвестных;
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 – вектор (столбец) свободных членов.

Потребуем от системы выполнение определенных условий:

1. Матрица А должна быть размерностью n(n;

2. det A ( 0.

Тогда при небольших n можем использовать формулы Крамера:


[image: image64.wmf]A
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где Ai – матрица n(n, получена из матрицы системы А заменой i-го столбца столбцом свободных членов.

При использовании формулы Крамера необходимо вычислить (n + 1) определителей. Если определители вычислять разложением по строке (столбцу), то на вычисление определителя n-го порядка будет затрачиваться n! операций умножения. Факториальный рост числа операций с увеличением размерности n называется проклятием размерности (100! ( 10158), а размерность n = 100 для современных задач не так и велика. Довольно часто решаются задачи с сотнями и даже тысячами переменных. 

б) Метод Гаусса.
Последовательное исключение неизвестных.

Выпишем расширенную матрицу.
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Предположим, что коэффициент a11, называемы ведущим элементом первой строки, не равен нулю. Разделив первую сроку на a11, получим
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где 
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С помощью первой строки получаем в первом столбце, начиная со второй строки, нули. Для этого, сложим первую строку со следующими строками. Умножив ее на элементы аi1 (i = 2, 3, …, n) с противоположным знаком.
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где 
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Допустим, что ведущий элемент второй строки, т.е. коэффициент a22(1), тоже отличен от нуля. Тогда, разделив на него вторую сроку, получим
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С помощью второй строки получаем во втором столбце ниже единицы все нули. Получаем
( 
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и т.д.
В результате получим


[image: image72.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

)

1

(

)

2

(

2

)

1

(

1

)

2

(

2

)

1

(

1

)

1

(

12

....

1

0

0

.........

..........

..........

1

0

1

n

n

n

n

b

b

b

a

a

a

K

K

K

          (4)
Переход от расширенной матрице к матрице (4) называется прямой ход метода Гаусса  (получение треугольной матрицы).

С помощью последней строки, получив в последнем столбце все нули выше единицы. Затем с помощью предпоследней строки в предпоследнем столбце получаем нули выше единицы и т.д. Получим

(  
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Это преобразование  называется – обратный ход метода Гаусса (переход от треугольной матрицы к единичной).


[image: image74.wmf]0

0

0

2

0

1

...

X

x

x

x

n

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

 – решение системы (1).
в) Метод Гаусса с выбором главного элемента.
Рассмотренный выше простейший вариант метода Гаусса, называемый схемой единственного деления, обладает следующими недостатками. Если делить на число, близкое к нулю, то получится большая ошибка округления, поэтому если на диагонали матрицы стоят числа близкие к нулю, то приблизительное решение системы  получаются с большой погрешностью. Чтобы уменьшить ошибки округления, используют метод Гаусса с выбором главного элемента.

Пусть дана система (1). Выпишем расширенную матрицу. В первом столбце среди всех элементов выбираем наибольший по модулю элемент и ту строку, в которой он находится, меняем местами с первой строкой. Затем как в методе Гаусса получаем в первом столбце первой строки единицу, а ниже ее нули. Затем во втором столбце среди элементов начиная со второго, выбираем наибольший по модулю элемент и сроку, в которой он находится, меняем со второй строкой и т.д.

Обратный ход тот же, что и в методе Гаусса.

Прямые методы приводят к точным решениям, если все вычисления производились без округлений.

Невязкой решения называется вектор 
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, который равен |AX 0 – B|.

(1 = |a11 x10 + a12 x20 + … + a1n xn0 – b1|

(2 = |a21 x10 + a22 x20 + … + a2n xn0 – b2|

……………………………………….

(n = | an1 x10 + an2 x20 + … + ann xn0 – bn|

По малости невязки решения можно с осторожностью судить о близости найденного приближенного решения x0 и точного решения x*.

Замечание. Правило Крамера в ЭВМ не применяется, т.к. оно требует значительно большего числа арифметических действий, чем метод Гаусса. Метод Гаусса используется в ЭВМ при решении систем до порядка 103, а итерационные методы – до порядка 106.

II. Итерационные методы 
Итерационные методы – это методы, в которых точное решение может быть получено лишь в результате бесконечного повторения единообразных, как правило, простых действий.
а) метод простых итераций.

Предположим, что диагональные элементы системы (10) не равны 0 (аij ( 0). Из первого уравнения выражаем х1, из второго – х2 и т.д. Из n-ого – хn.
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Обозначим   
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    (6)


Система (6) приведена к нормальному виду. Запишем ее в матричном виде:   X = ( + ( x, где
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Будем решать систему (6) методом последовательных приближений.

х0 = ( – нулевое приближение. Общая формула имеет вид:

хk+1 = ( хk + (
т.е.   х0 = (;  х(1) = ( х(0) + (;  х2 = ( х(1) + ( …

 Теорема 1. Если максимальная сумма модулей коэффициентов при неизвестных в правой части каждого уравнения системы (6) меньше единицы, то последовательность приближений имеет предел.
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Если последовательность приближений имеет предел, то 
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 – точное решение системы (6) следовательно, системы (1).

Теорема 2. Необходимым и достаточным условием сходимости метода простых итераций при любом начальном векторе x0 к решению x*  системы (6) является требование, чтобы все собственные числа матрицы ( были по модулю меньше 1.
Условие окончания вычисления.
Пусть 
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 – точное решение системы.
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 – k-ое приближенное значение неизвестных, вычисленных по методу итераций.

Тогда | xi(k+1)  – xi(k) | < ( для любого i = 1, 2, … , n.
Оценка погрешности:

Определим:

(Норма) 
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    ||(|| = max {|(1|, |(2|, …, |(n|}

Тогда

max {| x1  – x1(k) |, | x2 – x2(k) |, …, | xn  – xn(k) |} ( 
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Пример. Показать, что для данной системы итерационный процесс сходится и определить, сколько итераций следует выполнить, чтобы найти неизвестные с точностью  ( = 10–4.


[image: image89.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

+

-

-

=

+

+

+

-

=

-

+

=

13

,

0

29

,

0

04

,

0

07

,

0

41

,

0

21

,

0

32

,

0

02

,

0

26

,

0

15

,

0

01

,

0

3

2

1

3

3

2

1

2

3

2

1

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


||(|| = max {0,42; 0,55; 0,4} ( 1

||(|| = 0,55 – итерационный процесс сходится.

Найдем количество итераций, которое необходимо выполнить, чтобы найти неизвестные с точностью  ( = 10–4.

    ||(|| = 0,41,      
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,  (k + 1) lg 0,55 + lg 0,41 – lg 0,45 < – 4;

(k + 1) lg 0,55 < – 4 – lg 0,41 + lg 0,45;
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б) метод Зейделя.

Пусть дана система линейных уравнений

Ax = b,              (7)
Где у матрицы 
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 все диагональные элементы отличны от нуля,        т.е. aii ( 0, i = 1,2, …, n. Если i-ое уравнение системы (7), i = 1,2, …, n, разделить на aii, а затем все неизвестные, кроме xi, перенести вправо, то мы придем к эквивалентной системе вида

x = Cx + d,         (8)

где d = (d1, d2, …, dn), 
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Метод Зейделя состоит в том, что итерации производятся по формуле
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где 
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 произвольны, i = 1, 2, …, n, k = 1, 2, …
Итерации  (9) по методу Зейделя отличаются от простых итераций тем, что при нахождении i-ой компоненты k-ого приближения сразу используются уже найденные компоненты k-ого приближения с меньшими номерами.

Условия сходимости метода простых итераций и метода Зейделя не совпадают, но пересекаются. В некоторых случаях метод Зейделя дает более быструю сходимость. Сформулируем теорему о двух различных достаточных условиях сходимости метода Зейделя.

Теорема 3. Для существования единственного решения системы (7) и сходимости метода Зейделя достаточно выполнения хотя бы одного из двух условий:

а) 
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, i = 1, 2, …, n;

в) матрица А – симметричная положительно определенная (все ее собственные значения положительны).

Тема 4. Численная интерполяция
§1. Интерполяционные многочлены.

Пусть в точках x0, x1, …, xn заданы значения функции f(x0), f(x1), …, f(xn) (a<x0<x1<…<xn<b). Например, эти значения получены из эксперимента или найдены с помощью достаточно сложных вычислений. Возникает задача приближенного восстановления функции f в произвольной точке x. Часто для решения этой задачи строится алгебраический многочлен Ln(x) степени n, значения которого в точках xi совпадают со значениями функции в заданных точках.
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Точки x0, x1, …, xn называются узлами интерполяции. Сам многочлен Ln(xi) называется интерполяционным многочленом.

Для удобства под многочленом степени n будем подразумевать многочлен не выше n. Например, если fi = 0, i = 0, 1, …, n, то интерполяционный многочлен Ln(x) ( 0 фактически имеет нулевую степень, но его тоже будем называть интерполяционным многочленом n-ой степени.

Приближенное восстановление функции f по формуле

f(x) ( Ln(x)            (2)

называется интерполяцией функции f (с помощью алгебраического многочлена). Если x расположен вне минимального отрезка, содержащего все узлы интерполяции x0, x1, …, xn, то  замену функции f по формуле (2) называют также экстраполяцией.

§2. Интерполяционный многочлен Лагранжа.

Терема 1. Существует единственный интерполяционный многочлен n-ой степени, удовлетворяющий условиям (1).

Доказательство. Запишем выражение интерполяционного многочлена.

Пусть n = 1, тогда
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При n = 2
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и, наконец, в общем случае при любом натуральном n 
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где  
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      (6)  
(i = 0, 1, …, n.) 

Действительно, выражение (3) представляет собой линейную функцию, т.е. многочлен первой степени, причем, L1(x0) = f0, L1(x1) = f1. Таким образом, требования (1) при n = 1 выполнены. Аналогично, формула (4) задает некоторый многочлен L2(x) второй степени, удовлетворяющий при n = 2 условиям (1). При произвольном натуральном n функции (6), описываемая дробью, в числителе которой стоит произведение n линейных множителей, а в знаменателе – некоторое отличное от нуля число, являются алгебраическими многочленами степени n. Следовательно, функция (5) тоже является алгебраическим многочленом степени n, причем, поскольку pni(xi)=1, а pni(xj) = 0 при j ( i, 0 ( j ( n, то выполнены требования (1).

Докажем единственность интерполяционного многочлена. Допусти, что кроме интерполяционного многочлена (5) имеется еще некоторый алгебраический многочлен 
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Тогда согласно (1) и (7)
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Если 
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, то эта разность, будучи алгебраическим многочленом не выше n-ой степени, в силу основной теоремы высшей алгебры имеет не более n корней, что противоречит равенствам (8), число которых равно n + 1. Следовательно, 
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. Теорема 1 полностью доказана.

Интерполяционный многочлен, представленный в виде (5), называется интерполяционным многочленом Лагранжа, а функции (многочлены) (6) – лагранжевыми коэффициентами.
§3. Погрешность интерполяции.

Запишем равенство f(x) = Ln(x) + Rn(x), где Rn(x) – остаточный член, т.е. погрешность интерполяции.

Возьмем некоторую точку (( [a, b], обозначим (n(x)= (x – x0) (x – x1) …(x – xn)

Тогда           Rn(x) = (n(x)(
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Следовательно,       f(x) = Ln(x) + (n(x)(
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Из равенства (10) вытекает оценка погрешности интерполяции (в частности, экстраполяции) в текущей точке x ( [a, b]:
    |f(x) – Ln(x)|  (  
[image: image111.wmf])!
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где   Мn+1 = 
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и оценка максимальной погрешности интерполяции на всем отрезке [a, b]:
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§4. Интерполяционный многочлен Ньютона.

Предположим, что узлы интерполяции отстоят друг от друга на одинаковом расстоянии

x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h, … xk = x0 + k(h,                    (1)

h > 0, k = 0, 1, …, n. 

(т.е. узлы интерполяции образуют арифметическую прогрессию с разностью h)

Такое расположение узлов обычно имеет место при интерполировании функций, заданных в виде таблицы с постоянным шагом.

Определение. Пусть xk = x0 + k(h, где k – целое, h > 0, fk = f(xk). Величина (fk = fk+1 – fk, называется конечной разностью первого порядка функции f в точке xk (с шагом h), 

Т.е. (f0 = f(x1) – f(x0) = y1 – y0,

       (f1 = f(x2) – f(x1) = y2 – y2,

       ……………………………

       (fk = f(xk+1) – f(xk) = yk+1 – yk,

а величину  (nfk = (n–1fk+1 – (n–1fk, называют конечной разностью n-ого порядка функции f в точке xk.

Т.е. (2fk = (fk+1 –(fk(xk), 

       (3fk = (2fk+1 –(2fk(xk), и т.д.

Конечные разности функции f удобно записывать в таблице

	 x0

 x1

 x2

 x3

 x4 
	 f0

 f1

 f2

 f3

 f4
	 (f0

 (f1

 (f2

 (f3
	 (2f0

 (2f1

 (2f2
	 (3f0
 (3f1


Пусть x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h, … xk = x0 + k(h - узлы интерполяции функции f(x).

Тогда интерполяционный многочлен имеет вид

Pn(x) = a0 + a1(x – x0) + a2(x – x0)(x – x1) + … + an(x – x0) …(x – xn)

Где a0 , a1 , …, an  найдены из условия, что Pn(xi) = f(xi), i = 0, 1, …, n.
Pn(x0) = a0 = y0

Pn(x1) = a0+ a1(x1 – x0) = y1

              y0 + a1h = y1;   a1 = 
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Pn(x2) = a0+ a1(x – x0) + a2(x – x0)(x – x1) = y2
y0 + 
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;   a2 = 
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итак,    a2 =
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Pn(x3) = a0+ a1(x3 – x0) + a2(x3 – x0)(x3 – x1) + a3(x3 – x0)(x3 – x1)(x3 – x2) = y3
y0 + 
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и т.д.

Общий вид        an =
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Таким образом, формула Ньютона для интерполирования вперед имеет вид

Pn(x) = y0 + 
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В нем начало отсчета 
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 расположено в крайнем левом узле x0, а используемые конечные разности идут в таблице разностей от f0 вправо вниз. 

Интерполяционный многочлен (2) удобно использовать в начале таблицы и для экстраполяции левее точки x0, т.е. 
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Внешне интерполяционный многочлен Ньютона не похож на интерполяционный многочлен Лагранжа. Однако, если эти многочлены построены для одной и той же системе узлов, то в силу единственности решения интерполяционной задачи, эти многочлены должна быть тождественно равны между собой.

§5. Интерполирование назад.
Интерполяционный многочлен с узлами x0, x –1 , …, x –n, 

где x – k = x0 – k(h, имеет вид

Pn(x) = yn +
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И называется интерполяционным  многочленом Ньютона для интерполирования назад. В нем начало отсчета 
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 расположено в крайнем правом узле x0, а используемые конечные разности идут в таблице от f0 вправо вверх:
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Интерполяционный многочлен (3) удобно использовать при интерполяции в конце таблицы и для экстраполяции правее точки x0, т.е. 
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§6. Численное дифференцирование.

Рассмотрим численный процесс приближения производной f(x):
                   f ’(x) = 
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Выберем последовательность {hk} так, что hk ( 0, и вычисляем ее предел:

Dk = 
[image: image140.wmf]k
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Будем вычислять только конечное количество членов D1, D2, …, Dn последовательности (2). Следовательно, для ответа следует использовать Dn. Причем необходимо выбирать значение  hn так, чтобы Dn было хорошим приближением к производной f ’(x).
Для примера рассмотрим функцию f (x) = ex и используем длину шагов, равную h = 1, ½ и ¼, чтобы построить секущую линию, которая проходит между точками (0; 1) и (h, f (h)) соответственно. Так как h уменьшается, то секущая приближается к касательной, как показано на рисунке. На этом рисунке хорошо виден процесс, описанный в (1). Нужно произвести вычисления при h = 0,00001, чтобы получить приемлемый численный ответ, и для этого значения h графики касательной и секущей должны быть неразличимы.
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Тема 5. Численное интегрирование
§1. Приближенные методы вычислений определенных интегралов.
Формула Ньютона-Лейбница для вычисления определенного интеграла имеет вид 
[image: image141.wmf])
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. Однако, вычисление по этой формуле не всегда возможно. Может так случится, что первообразная F(x) не выражается через элементарные функции или выражается, но слишком сложно. В этих случаях приходится обращаться к приближенным методам вычисления интегралов. Наиболее употребительными среди них являются метод прямоугольников, метод трапеций и метод парабол.

Пусть дан интеграл: 
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                y                  y = f(x)





  – с         0            с                     x
Основная идея: Заменить подынтегральную функцию f(x) на многочлен, совпадающий с этой функцией в узлах интерполяции.

1) f(x) заменим многочленом нулевого порядка y = f(0):
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2) f(x) заменим многочленом первого порядка, который совпадает с функцией f(x) в точках –с и с. Т.е. y = kx + b
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3) f(x) заменим многочленом второго порядка, который совпадает с функцией f(x) в точках –с, 0 и с. Т.е. y = ax2 + bx + c.


                y                    y = f(x)


  – с         0            с                     x
1) Метод прямоугольников.
 Пусть дан интеграл 
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. Отрезок интегрирования [a, b] разобьем на n равных частей: a = x0 <  x1 < x2 < x3 <…< xn = b, тогда длина каждого отрезка 
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Формулы прямоугольников имеют вид:
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или
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Однако для удобства вычислений поступают следующим образом:

Точку x1 выбирают таким образом, чтобы она являлась серединой первого отрезка, т.е. при разбивании отрезка на части таким образом:

                a = x0 <  x2 < x4 < x6 <…< x2n = b, точка  x1 = 
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Остальные точки получаются прибавлением шага h к каждой предыдущей точке. В результате получается формула:

          
[image: image153.wmf]ò

b

a

dx

)

x

(

f

 = 
[image: image154.wmf]n

a

b

-

 (f(x1) + f(x3) + f(x5) +…+ f(x2n–1)) + Rn – обобщенная формула прямоугольников.
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Оценка погрешности формулы прямоугольников:

      |Rn(x)| ( 
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2)  Метод трапеций.
Пусть дан интеграл 
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. Отрезок интегрирования [a, b] разобьем на n равных частей: a = x0 <  x1 < x2 < x3 <…< xn = b, тогда длина каждого отрезка 
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Вывод:      
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Оценка погрешности формулы трапеций.

|Rn(x)| ( 
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3)  Метод парабол (Симпсона).
Пусть дан интеграл 
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. Отрезок интегрирования [a, b] разобьем на 2n равных частей: a = x0 <  x1 < x2 < x3 <…< x2n = b.

Заменим функцию f(x) на [x0, x2] интерполяционным многочленом Ньютона с узлами x0, x1, x2.

P2(x) = y0 + 
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Где (x – x1) = x – x0 – h
Тогда (x – x0)(x – x1) = (x – x0)( x – x0 – h) = (x – x0)2 – h(x – x0)
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 EMBED Equation.3  [image: image192.wmf]2

)

h

2

(

2

 + 
[image: image193.wmf]2

0

2

h

!

2

y

D
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Вывод:
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Оценка погрешности формулы парабол:
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§2. Формулы Ньютона-Котеса.
Необходимо вычислить 
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   и   x0 = a, x i = x i –1 + h   (i = 1, 2, …, n – 1),    xn= b.
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– квадратурная формула Ньютона-Котеса,

где   Hi :=
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– коэффициенты Котеса.

(значению x = a, соответствует значение q = 0, а x = b – значение q = n и dx = h dq)

Эти формула определяют семейство квадратурных формул. Параметром этого семейства является число n – степень интерполяционного многочлена, которым заменяется подынтегральная функция.

Рассмотрим несколько простейших частных случаев, соответствующих небольшим значениям n ( N. При этом конкретные формулы будем получать не на основе общих формул, а используя для этой цели вместо многочлена Лагранжа 
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Эквивалентный  ему первый интерполяционный многочлен Ньютона:

Pn(x0 + qh) = y0 + q(y0 +
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1) Пусть n = 1,  т.е. имеется всего две точки x0 и x1 = x0 + h, в которых известны значения функции (y0 = f(x0) и y1 = f(x1)). Этим точкам соответствуют значения 0 и 1 переменной q. Следовательно
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(4)

Получена простейшая квадратурная формула трапеций, к которой легко прийти и из геометрических соображений:

                                     y = f(x)


                                           y = L1(x)










      y1

                         y0

                           x0                          h                          x1
Остаточный член этой формулы:
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(5)
где (1 ( (x0, x1) – некоторая точка. 

2) Положим в (3) n = 2, т.е. проинтерполируем функцию f(x) по трем точкам: x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 = 2h. Тогда
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Полученное приближенное равенство назовем простейшей формулой Симпсона.

Ее остаточный член:

r2 := 
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3) Предполагая теперь n = k, мы придем к частным формулам Ньютона-Котеса:
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где xi = x0 + ih, а коэффициенты Bk,  
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, и остаточные члены rk(h) задаются таблицей (точка ( ( (x0, x k), разумеется, для каждого  k своя).

Параметры некоторых частных формул

Ньютона-Котеса вида (7)
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§3. Квадратурная формула Гаусса
Общий вид линейной квадратурной формулы – это
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где фиксированные аргументы xi называют узлами, а коэффициенты Ai – весами (весовыми коэффициентами) квадратурной формулы (определенный интеграл  приближенно равен среднему взвешенному значений подынтегральной функции, вычисленных в определенных точках промежутка интегрирования).

Все рассмотренные выше квадратурные формулы характерны тем, что узла в них брались равноотстоящими с шагом h, а веса находились в результате подмены подынтегральной функции f(x) кусочно-постоянной в случае формул прямоугольников, кусочно-линейной в случае формул трапеций, кусочно-квадратичной в случае формулы Симпсона и т.д. Например, у составной формулы трапеций набор весов получился следующий:
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Далее мы откажемся от равномерного распределения узлов xi на промежутке интегрирования [a, b]. В таком случае целесообразно предварительно сделать линейную замену

x = 
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и преобразовать исходный интеграл к интегралу со стандартным промежутком интегрирования [–1, 1]:
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Это равенство позволяет рассматривать вычисление интеграла
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т.е. строить квадратурные формулы вида
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от которых на основе (9) легко перейти к квадратурным формулам (8).

Формула (10) имеет 2n параметров: n узлов ti и n весов Ai. Если считать, что мы свободны в выборе как узлов, так и весов, можно попытаться подобрать их такими, чтобы равенство
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(11)

было точным для многочленов степени 2n – 1 или, что тоже, для 2n степенных функций ((t) = 1, t, t2, …, t 2n – 1. 

Формула (11) называется квадратурной формулой Гаусса.
Ее решение упирается в решение нелинейной системы:
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Однако, решение этой системы затруднительно, но его не сложно обойти, если знать конечный результат. Но мы рассматривать их не будем.

Тема 6. Численные методы решения дифференциальных уравнений
§1. Численные методы решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Уравнение, содержащее одну или несколько производных, называют дифференциальным.
В зависимости, от числа независимых переменных и, следовательно, типа входящих в них производных дифференциальные уравнения делятся на две существенно различные категории: обыкновенные, содержащие одну независимую переменную и производные по ней, и уравнения в частных производных, содержащие несколько независимых переменных и производные по ним, которые называют частными.

Чтобы решить обыкновенное дифференциальное уравнение, необходимо знать значения независимой переменной и (или) ее производных при некоторых значениях независимой  переменной. Если эти дополнительные условия заданы при одном значении независимой переменной, то такую задачу называют задачей с начальными условиями или задачей Коши. Если же условия заданы при двух значениях независимой переменной, задачу называют краевой. 

В задаче Коши дополнительные условия называют начальными, а в краевой задаче – граничными.

Задачу Коши можно сформулировать следующим образом.

Пусть даны дифференциальное уравнение
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(()
и начальное условие     y(x0) = y0.
Требуется найти функцию y(x), удовлетворяющую как указанному уравнению, так и начальному условию.

Методов для решения задачи Коши очень велико. Мы остановимся на двух группах:

1. Одношаговые методы, в которых для нахождения следующей точки на кривой y = f(x) требуется информация лишь об одном предыдущем шаге. Одношаговыми являются методы Эйлера и методы Рунге-Кутта.

2. Многошаговые методы (методы прогноза и коррекции), в которых для отыскивания следующей точки кривой y = f(x) требуется информация более чем об одной из предыдущих точек. Чтобы получить достаточно точное числовое значение, часто прибегают к итерации. К числу таких методов относятся методы Милана, Адамса-Башфорта и Хемминга.

§ 2. Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью степенных рядов.

п. 1. Дифференциальное уравнение n-ого порядка.

Рассмотрим сначала дифференциальное уравнение n-ого порядка

y(n) = f(x, y, y(, …, y(n–1))        (1)

при начальных условиях:

y(x0) = y0, y((x0) = y0(, …, y(n–1)(x0) = y0(n–1).     (2)

Предположим, что первая часть уравнения (1) является аналитической функцией в начальной точке

x0, y0, y0(, …, y0(n–1),

т.е. в некоторой окрестности этой точки разлагается в степенной ряд вида
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где (0, (1, …, (n – целые неотрицательные числа и 
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– некоторые постоянные коэффициенты.

Тогда, как известно, интеграл y = y(x) уравнения (1), отвечающий начальным условиям (2), является аналитическим в точке x0 и, пользуясь рядом Тейлора, можно положить
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             (3)
при |x – x0| < h.
Первые n + 1 коэффициентов ряда (3) определяются непосредственно из начальных условий (2) и дифференциального уравнения (1). Для нахождения следующего (n + 2)-го  коэффициента 
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 продифференцируем уравнение (1) по правилу дифференцирования сложной функции. В результате получим
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где для удобства принято y(0) = y.

Отсюда
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где значок «0» означает, что значения соответствующих производных берутся в точке (x0, y0, y0(, …, y0( n – 1)). Повторяя этот прием шаг за шагом, можно найти и дальнейшие производные y( n + 2)(x0), y(n + 3)(x0) …
Что касается оценки радиуса сходимости h ряда (3), то этот вопрос более сложен, поэтому рассматривать его не будем. Заметим лишь, что если уравнение (1) линейное:

y(n ) = р0(x) + р1(x) y + р2(x) y( + … + рn(x) y(n – 1),
где рk(x) (k = 0, 1,…, n) – целые относительно x аналитические функции (например, x2, ex, sin x, cos x и т.д.), то можно положить h = (, т.е. в этом случае степенной ряд (3) сходится для любого значения.

Пример 1. Написать несколько членов разложения в степенной ряд решения y = y(x) уравнения

y(( + xy( + y = 0               (4)

удовлетворяющего начальным условиям

y(0) = 0, y((0) =1

Решение. Полагаем
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где y(0) = 0, y((0) =1
Из уравнения (4) получаем

y(( = – xy( – y               (5)
Отсюда

y(((0) = – y(0) = 0.
Дифференцируя последовательно уравнение (5) будем иметь

y((( = – xy(( – 2y(
yIV = – xy((( – 3y((
yV = – xyIV – 4y(((
…………………..
Из этих равенств вытекает, что

y((( (0) = –2(1 = –2

yIV (0) = –3(0 = 0

yV (0) = – 4((–2) = 8
Следовательно,
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Написать общий член ряда (6) и исследовать его сходимость не представляет больших затруднений.

п. 2. Система дифференциальных уравнений.
Пусть искомая система функций
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удовлетворяет системе дифференциальных уравнений
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и начальным условиям

y(x0) = y( 0)     (8)

где                             
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Предположим, что компоненты fi   (i = 1, 2, …, n) правой части f(x, y) уравнения (7) являются аналитическими функциями в точке (x0, y1(0), … , yn(0)), т.е. в некоторой окрестности этой точки разлагаются в степенной ряд вида
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где постоянные коэффициенты 
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 могут быть определены по формуле
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( i = 1, 2, …, n)

В таком случае решение уравнения (7), удовлетворяющее условиям (8), является аналитическим по x и, следовательно, имеет вид
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где

y(x0) = y( 0)  и y’(x0) = f(x0, y(0))       (10)

Для нахождения остальных коэффициентов разложения можно использовать последовательное дифференцирование уравнения (7) по правилу дифференцирования сложной функции
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где

 
[image: image296.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

n

n

n

n

n

n

y

f

y

f

y

f

y

f

y

f

y

f

y

f

y

f

y

f

y

f

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

2

1

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1


Отсюда

y(2)(x0) = fx’(x 0, y( 0)) + fy’(x0, y( 0)) f(x0, y( 0))

Аналогично находятся дальнейшие производные y(k)(x0) (k = 3, 4, …). Таким образом, получаем формальное построение ряда. Вопрос о сходимости рассматривать не будем. Заметим только, что в одном важном частном случае, если система (7) линейная 
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причем матрица P(x) и вектор-функция q(x) состоят из целых функций относительно x, то соответствующий ряд (9) сходится для любого значения x.

Пример 2. Для системы
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                      (11)

построить решение в форме степенного ряда, удовлетворяющее начальным условиям

x(0) = 1;   y(0) =0.

Решение. Положим
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          (13)
Из начальных условий имеем

x(0) = 1;   y(0) =0.

Полагая t = 0 в системе (11), получим

x’(0) = 1;   y’(0) =0.

Дифференцируя по t систему (11), будем иметь
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Отсюда

x’’(0) = 1;   y’’(0) =1.

 Дифференцируя систему (14), получим
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Следовательно,

x’’’(0) = –1 + 1 = 0;   y’’’(0) =3.

Аналогичным путем могут быть найдены и дальнейшие производные.

Используя формулы (12) и (13), окончательно имеем

 
[image: image305.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

+

=

¼

+

+

+

=

...

2

1

2

1

2

1

 

t

 

t

 

  

y(t)

 

 

t

 

 

t

 

 

1

 

 

x(t)

3

2

2




(15)

Из формул (15) можно в окрестности начальной точки t = 0 приближенно найти численные значения искомого решения. Например:
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         и т.д.

Метод разложения решения дифференциального уравнения в степенные ряды часто используется как элемент более практичных методов приближенного интегрирования дифференциальных уравнений. В частности, для некоторых численных методов интегрирования дифференциальных уравнений требуется определить  значение искомых функций в нескольких точках. Эти значения при соблюдении известных условий гладкости данного уравнения могут быть с любой степени точности подсчитаны с помощью степенных рядов.

§3. Метод Пикара последовательных приближений.
п. 1. Дифференциальное уравнение n-ого порядка.
Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка

y’ = f(x, y)            (1)

с начальными условиями         y(x0) = y0            (2).

Предполагается, что в некоторой окрестности точки M0(x0, y0) уравнение (1) удовлетворяет условиям теоремы существования и единственности решения.

Будем строить искомое решение y = y(x) для значений x ( x0. Случай         x ( x0 аналогичен. Интегрируя правую и левую части уравнения (1) в пределах от x0 до x, получим
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или в силу начального условия (2), будем иметь
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Так как искомая функция y = y(x) находится под знаком интеграла, то уравнение (3) является интегральным. Очевидно, решение интегрального уравнения (3) удовлетворяет дифференциальному уравнению (1) и начальному условию (2).
Для нахождения этого решения применим метод последовательных приближений. Заменяя в равенстве (3) неизвестную функцию y данным значением y0, получим первое приближение
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Далее подставив в равенстве (3) вместо неизвестной функции y найденную функцию y1, будем иметь второе приближение
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Все дальнейшие приближения строятся по формуле
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Геометрически последовательные приближения представляют собой кривые yn = yn(x) (n = 1, 2, …), проходящие через общую точку M0(x0, y0).

[image: image313]
Замечание. При методе последовательных приближений в качестве начального приближения y0, можно выбирать любую функцию, достаточно близкую к точному решению y.

Например, иногда выгодно в качестве y0 брать конечный отрезок ряда Тейлора искомого решения.

Заметим, что при пользовании методом последовательных приближений аналитичность правой части дифференциального уравнения необязательна, поэтому этот метод можно применять и в тех случаях, когда разложение решения дифференциального уравнения в степенной ряд невозможно.

Пример 1. Методом последовательных приближений найти приближенное решение дифференциального уравнения

y’ = x – y,

Удовлетворяющее начальному условию y(0) = 1.
Решение. В качестве начального приближения возьмем y0(x) = 1. Так как
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то будем иметь
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Аналогично
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Подобным же образом получим
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и т.д.

п. 2. Система дифференциальных уравнений (метод Пикара)
Дана система дифференциальных уравнений
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Записывая векторное уравнение (4) в интегральной форме, будем иметь
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где под интегралом от вектор-функции 
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Последовательные приближения 
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 (p = 1, 2, …) определяются по формуле        
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Причем обычно полагают 
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Этот метод годится также для дифференциального уравнения n-го порядка, если его записать в виде системы.

Пример 2. Построить несколько последовательных приближений для решения системы
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удовлетворяющего начальным условиям

                      y1(0) = 1;    y2(0) = 0
Решение. Имеем:
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Отсюда, полагая

y1(0) = 1;    y2(0) = 0

получаем
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§4. Метод Эйлера.
Дифференциальное уравнение y( = f(x, y) определяет на плоскости так называемое поле направлений, т.е. определяет в каждой точке плоскости, в которой существует функция f(x, y), направление интегральной кривой уравнения, проходящей через эту точку. Допустим, что требуется решить задачу Коши, т.е. найти решение уравнения y( = f(x, y), удовлетворяющее начальным условиям y(x0) = y0. Разделим интервал [a, b] на n равных частей и выберем точки xk = a + kh для k = 0, 1, …, n, где 
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Значение h называется длиной шага. Найдем приближенное решение задачи Коши.

Предположим, что y(x), y((x) и y(((x) непрерывны, и используем теорему Тейлора, чтобы разложить функцию y(x) в окрестности точки x = x0. Для каждого значения x существует такое с1, которое лежит между x0 и x, что
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если y((x0) = f(x0, y(x0)) и h = x1 – x0 подставим в уравнение (1), то в результате получим выражение для y(x1):
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Если длина шага h выбрана достаточно малой, то членом второго порядка (включая h2) можно пренебречь и получить:

y1 = y0 + h f(x0, y0)
которое и является приближением Эйлера.

Повторяем процесс и генерируем последовательность точек, которые приближают кривую, являющуюся решением, y = y(x). Общим шагом метода Эйлера является  x k+1 = x k + h, y k+1 = y k + h f(x k, y k)  для  k = 0, 1, …, n–1.

Пример. Найти, используя метод Эйлера, значения функции y, определяемой дифференциальным уравнением 
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, при начальных условиях y(0) = 1, принимая h = 0,1. Ограничиться отысканием первых четырех значений y.

Решение. При h = 0,1 последовательные значения аргумента будут:
x0 = 0, x1 = 0,1, x2 = 0,2, x3 = 0,3, … . Вычислим соответствующие значения исходной функции:
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Таким образом, получаем таблицу:

	 x
	0
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4

	 y
	1
	1,1
	1,183
	1,254
	1,315


§5. Метод Рунге–Кутта.

Пусть дано дифференциальное уравнение первого порядка

y( = f(x, y)              (1)

с начальным условием            y(x0) = y0
Выберем шаг h и для краткости введем обозначения 
xi = x0 + ih  и yi = y(xi) (i = 0, 1, 2, …).
Рассмотрим числа:
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      (2)
Согласно обычному методу Рунге-Кутта, последовательные значения yi искомой функции y определяются по формуле

                            yi+1 = yi + (yi,

где
(yi = 
[image: image343.wmf]6
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( k1(i)  + 2 k2(i) + 2 k3(i) + k4(i))   (i = 0, 1, 2, …).       (3)
Для вычисления по формуле (3) удобно пользоваться схемой, приведенной в таблице.

	i
	     x
	        y
	 k = hf(x, y)
	     (y

	0
	 x0
 x0 + 
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Эффективная оценка погрешности метода Рунге-Кута затруднительна. Поэтому для определения правильности выбора шага h на практике обычно на каждом этапе из двух шагов применяют двойной пересчет. А именно, исходя из текущего верного значения y(xi), вычисляют величину y(xi +2h) двумя способами: один раз с шагом h, а другой раз с двойным шагом H = 2h. Если расхождение полученных значений не превышает допустимой погрешности, то шаг h для данного этапа выбран правильно и полученное с его помощью значение можно принять за y(xi +2h). В противном случае шаг уменьшают в два раза. Такого рода вычислительную схему легко запрограммировать для работы на ЭВМ. 

Метод Рунге-Кутта обладает значительной точностью и, несмотря на свою трудоемкость, широко используется при численном решении дифференциальных уравнений с помощью ЭВМ. Кроме того, важным преимуществом этого метода является возможность применения «переменного шага».

Пример. Методом Рунге-Кутта вычислить на отрезке [0; 0,5] интеграл дифференциального уравнения

                         y’ = x + y,         y(0) = 1,

приняв шаг h = 0,1.

Решение. Покажем начало процесса.

Вычисление y1. 

Последовательно имеем

k1(0) = (0 + 1)(0,1 = 0,1

k2(0) = (0,05 + 1 + 0,05) (0,1 = 0,11

k3(0) = (0,05 + 1 + 0,055) (0,1 = 0,1105
k4(0) = (0,1 + 1 + 0, 1105) (0,1 = 0,12105

Отсюда
(y0 = 
[image: image349.wmf]6

1

( 0,1 + 2 (0,11 + 2 (0,1105 + 0,12105) = 0,1103

и, следовательно

                  y1 = y0 + (y0 = 1 + 0,1103 = 1,1103

Аналогично вычисляют дальнейшие приближения. Результаты вычислений приведены в таблице.

	i
	x
	y
	k = 0,1(x + y)
	       (y

	0
	0

0,05

0,05
0,1
	1

1,05

1,055

1,1105
	  0,1

  0,11

  0,1105

  0,1210
	  0,1000

  0,2200

  0,2210

  0,1210
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(0,6620 = 0,1103

	1
	0,1

0,15
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0,2
	1,1103
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1,2429
	  0,1210

  0,1321

  0,1326

  0,1443
	0,1210
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0,2652
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(0,7947 = 0,1324
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	1,2427
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0,35
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0,4
	1,3996

1,4846
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	  0,1700

  0,1835

  0,1840

  0,1984
	0,1700
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0,1984
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(1,1034 = 0,1840
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0,45
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	1,5836
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1,6902

1,7976
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Таким образом, y(0,5) = 1,7974.

Для сравнения приводим точное решение:

          y = 2ex – x –1

откуда

   y(0,5) = 2
[image: image355.wmf]e

 – 1,5 = 1,79744…

Метод Рунге-Кутта применим также для приближенного решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений.

Пусть дана системы дифференциальных уравнений
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y
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  = 
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(x, 
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)     (4)   

и начальные условия
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(x0) = 
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0.
Задавшись некоторым шагом h и введя стандартные обозначения             xi = x0 + ih и  
[image: image361.wmf]y

i = 
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 (xi),  (
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i = 
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i+1 – 
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i при i = 0, 1, 2, …, положим

k1(0) = h 
[image: image366.wmf]f

 (x0, 
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0),

k2(0) = h 
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 (x0 + 
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h

, 
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0 + 
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),

k3(0) = h 
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 (x0 + 
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h

, 
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0 + 
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0
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2

),                             
k4(0) = h 
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 (x0 + h, 
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0 + k3(0)),

Согласно методу Рунге-Кутта (y0 приближенно определяют по формуле

       (
[image: image378.wmf]y

0 = 
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1

( k1(0)  + 2 k2(0) + 2 k3(0) + k4(0))       (5)
отсюда
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1 = 
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0 + (
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0,
Далее приняв (x1, 
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1) за исходные данные и повторяя тот же процесс, находим 
[image: image384.wmf]y

2. Аналогично вычисляются 
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 i          (i = 3, 4, 5, …).
§6. Метод Адамса.

Пусть дано дифференциальное уравнение первого порядка

y( = f(x, y)              (1)

с начальным условием            y(x0) = y0                (2)
Пусть xi (i = 0, 1, 2, …) – система равноотстоящих значений с шагом h и             yi = y(xi). Очевидно, имеем


[image: image386.wmf]ò

+

=

D

1

'

i

i

x

x

i

dx

y

y

(3)

В силу второй интерполяционной формулы Ньютона с точностью до разностей четвертого порядка получаем:
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где
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Подставляя выражение (4() в формулу (3) и учитывая, что 

dx = h dq

будем иметь
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Отсюда получаем экстраполяционную формулу Адамса 
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 (5)
Для начала процесса нужны четыре значения:

y0,  y1 = y(x1) = (x0 + h),  y2 = (x0 + 2h),  y3 = (x0 + 3h),

так называемый начальный отрезок, который определяется, исходя из начального условия (2), каким-нибудь численным методом (но не методом Эйлера ввиду его недостаточной точности). Можно, например, использовать метод Рунге-Кутта или разложение в ряд Тейлора 
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где i = 1, 2, 3 (или i = –1, 1, 2 с соответствующим изменением нумерации). Зная эти значения, из уравнения (1) можно найти значения производных

y0(, y1(, y2(, y3(,

и составить таблицу разностей:

(( h y(0) = (q0; (( hy(1) = (q1; (( hy(2) = (q2; (2(hy(0); (2(h y(1); (2( h y(2)    (6)
где q0 = h y(0 = h f(x0, y0); q1 = h f(x1, y1); q2 = h f(x2, y2); q3 = h f(x3, y3);

	x
	y
	(y
	q
	(q
	(2q
	(3q

	x0
	y0
	
	q0
	
	
	

	
	
	( y0
	
	(q0
	
	

	x1
	y1
	
	q1
	
	(2q0
	

	
	
	( y1
	
	(q1
	
	(3q0

	x2
	y2
	
	q2
	
	(2q1
	

	
	
	( y2
	
	(q2
	
	

	x3
	y3
	
	q3
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	x4
	
	
	
	
	
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	xn
	
	
	
	
	
	


Дальнейшие значения yi (i = 4, 5, …) искомого решения можно шаг за шагом вычислять по формуле Адамса, пополняя по мере необходимости таблицу разностей.

Зная числа в нижней косой строке, найдем ( y3 по формуле Адамса 
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и далее величину y4 = y3 + ( y3. Зная теперь y4, вычислим q4 = h f(x4, y4), после чего можно написать следующую косую:

(q3 = q4 – q3,      (2q2 = (q3 – (q2,      (3q1 = (2q2 – (2q1.
Новая косая строка позволяет вычислить по формуле Адамса значение ( y4:
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а следовательно y5 = y4 + ( y4 и т.д.

Для контроля рекомендуется, вычислив первое приближение для ( yi по формуле
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,
определить y i + 1 = yi + ( yiI, подсчитать конечные разности

(( h y(i),     (2(h y(i–1),    (3(h y(i – 2)        (7)

и затем найти второе приближение по более точной формуле
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              (8)
Если (yiI и (yiII отличаются лишь на несколько единиц последнего сохраняемого десятичного разряда, то можно положить

(yiI  =  (yiII,

а затем, найдя

(yi + 1 = yi + (yi,
перевычислить конечные разности (7). После этого, строго говоря, следует снова найти (yiII по формуле (8). Поэтому шаг h должен быть таким, чтобы этот пересчет был излишним.

На практике шаг h  выбирают столь малым, чтобы в формуле  (8) можно было пренебречь членом 
[image: image397.wmf])

(

24

1

2

3

-

¢

×

D

i

y

h

.

Если же расхождение величин (yiI и (yiII значительно, то следует уменьшить шаг h.

Пример. Методом Адамса найти на отрезке [0, 1] интеграл уравнения

y( = x + y, y(0) = 1.

Решение.
Примем шаг h = 0,1. Для начала процесса используем значения, найденные Рунге-Кутта, т.е. 

y0 = 1; y1 = 1,1103; y2 = 1,2427; y3 = 1,3996;

Дальнейшие вычисления располагаем в двух бланках: основном и вспомогательном.

В последнем столбце основного бланка приведены для сравнения точные значения решения      y* = 2ex – x – 1

Основной бланк для интегрирования дифференциального уравнения методом Адамса

	i
	x
	y
	(y
	q
	(q
	(2q
	(3q
	y*
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	1
	0,1
	1,1103
	
	0,1210
	
	23
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	1
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	10
	1,0
	3,4362
	
	
	
	
	
	3,4366


Вспомогательный бланк для интегрирования дифференциального уравнения методом Адамса

	i
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	h y(i
	0,1700 
	0,1983              
	0,2297
	0,2644
	0,3027
	0,3451
	0,3919
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Из вычислений видно, что максимальная ошибка приближенного решения y не превосходит четырех единиц последнего десятичного разряда. Можно было бы уменьшить эту ошибку, применив двойной пересчет по контрольной формуле и введя соответствующие поправки.

Метод Адамса легко распространяется на систему дифференциальных уравнений
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при начальных условиях
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А именно, имея векторный начальный отрезок
y0,  y1,  y2,  y3,  
дальнейшие значения координат искомой вектор-функции y = y(x) определяем, используя формулу
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Для численного нахождения решения можно использовать бланки, аналогичные приведенным выше.

§7. Метод конечных разностей

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

y" + p(x) y( + q(x) y = f(x)    (1)

с двухточечными линейными краевыми условиями
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     (2)
(|(0| + |(1| ( 0, |(0| + |(1| ( 0,)

где p(x), q(x) и f(x) – непрерывны на отрезке [a, b].

Одним из наиболее простых методов решения этой краевой задачи является сведение ее к системе конечно-разностных уравнений. Для этого разобьем основной отрезок [a, b] на n равных частей длины h (шаг), где 
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Точки разбиения имеют абсциссы:

xi = x0 + ih   (i = 0, 1, 2, …, n);

x0 = а;  xn  = b.

Значения в точках деления xi искомой функции y = y(x) (см. рис. 1) и ее производных  y( = y((x), y( = y((x) обозначим соответственно через

yi  =  y (x i),  yi(  =  y ((xi),  yi (  =  y ((xi).


[image: image407]
Введем также обозначения:

pi  =  p (x i),  qi  =  q (x i),  fi   =  f  (xi).

Заменяя производные правыми односторонними конечно-разностными отношениями, для внутренних точек xi  отрезка [a, b] приближенно будем иметь
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                (3)
Для концевых точек x0 = a и  xn  = b полагаем
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Используя формулы (3), дифференциальное уравнение (1) при x = xi (i = 1, 2, …, n – 1) приближенно можно заменить линейной системой уравнений 
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Кроме того, в силу формул (4) краевые условия (2) дополнительно дают еще два уравнения:
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      (6)
Таким образом, получена линейная система n + 1 уравнений с n + 1 неизвестными y0, y1, …, yn, представляющими собой значения искомой функции y = y(x) в точках  x0, x1, …, xn. Решив эту систему, если это возможно, получим таблицу значений искомой функции y.

Более точные формулы получаются, если воспользоваться симметричными конечно-разностными отношениями:
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(i = 1, 2, …, n – 1)                                         

Для производных в концевых точках x0 = a и  xn  = b в общем случае по необходимости приходится пользоваться формулами (4). Отсюда получаем систему:
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Пример. Методом конечных разностей найти решение краевой задачи


y( + (1 + x2)y = – 1,


y(–1) = y(1) = 0.

Механически эти уравнения представляют собой дифференциальные уравнения для изгибающего момента некоторого бруса с переменным поперечным сечением и шарнирно закрепленными концами.

Для грубого решения выберем шаг h = 
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Полагая x –2 = – 1, x –1 = –
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, x0 = 0, x1 = 
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, x2 = 1,  ввиду симметрии уравнения и краевых условий, будем  иметь:

y –2 = y 2 = 0;      y –1 = y 1
(см. рис.2). Таким образом, нужно определить лишь две ординаты y0 и y1.
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рис.2

Полагая x = 0 и пользуясь симметричными формулами для производных, будем иметь
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где y –1 = y 1. Аналогично при x1 = 
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краевое условие y2 = 0, имеем систему
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y0 = 0,967; y1 = 0,721.
§8. Общая схема решения задач численного анализа. Аппроксимация, устойчивость, сходимость.
Большинство задач численного анализа, (начальные граничные задачи для дифференциальных уравнений, интегральные уравнения и т.п.), записать в виде уравнения

F(y) = z,                              (1)
где F: Y ( Z – линейный или нелинейный оператор (или функционал), переводящий элементы метрического пространства Y в метрическое пространство Z. Суть приближенных методов решения таких задач, заключается в том, что уравнение (1) заменяется близким ему, в некотором смысле более простым (обычно конечномерным) уравнением

Fn(yn) = zn,         (2)

Это уравнение определяется оператором Fn: Yn ( Zn, соответствующим данному оператору F и действующим из метрического пространства Yn в метрическое пространство Zn.При этом элементы yn ( Yn и zn ( Zn  рассматриваются как образы элементов y ( Y и z ( Z соответствующих исходных пространств, и  такая связи задается некоторыми операторами сноса (n: Y ( Yn и Z ( Zn , т.е. равенствами

yn = (n(y), zn = (n(z)

Обратное соответствие между пространствами Yn и Y, а точнее, между Yn и некоторым подпространством пространства Y, устанавливается с помощью оператора восполнения (n–1:

y = (n–1(yn)             (3)
Схематично связь между четырьмя фигурирующими здесь пространствами показана на рисунке 3. 
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Чтобы понять, как можно описать близость задач (1) и (2), проследим связь между пространствами Y, Z, Zn и Yn на уровне элементов (рис.3б).

Зафиксируем некоторый элемент y ( Y. Его образом в пространстве Z, благодаря данному оператору F, будет элемент z = F(y), а в пространстве Zn с помощью оператора сноса (n получаем элемент (n(F(y)). С другой стороны, тому же элементу y оператор сноса (n ставит в соответствие элемент yn = (n(y) пространства Yn, а ему, в свою очередь, новый оператор Fn сопоставляет элемент Fn((n(y)) пространства Zn. Так как элементы 
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 := Fn((n(y))  служат образами одного и того же элемента y из Y в одном и том же пространстве Zn, то по близости между ними можно судить о том, насколько близки операторы Fn и F.

Определение 1. Говорят, что уравнение 

Fn(yn) = (n(z)              (4)
аппроксимирует уравнение (1) (оператор Fn аппроксимирует оператор F), если для любых y из D(F) ( Y мера аппроксимации

[image: image433.wmf]n

Z

r

(Fn ((n(y)), (n(F(y)))                (5)

стремиться к нулю при n ( (.

(Здесь 
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((, () обозначает метрику, т.е. расстояние между указанными в скобках элементами пространства Zn).

Чтобы иметь возможность грубо сравнивать качество различных моделей типа (4) задачи (1), часто используют понятие порядка аппроксимации, связывая стремление к нулю меры аппроксимации (5) с порядком убывания какой-либо зависящей от n малой величины (шага аппроксимации).

Предположим, что решения y*(Y и y*n ( Yn уравнений соответственно (1) и (4) существуют и единственны. Поскольку решение задачи (1) ищется в пространстве Y, ее приближенным решением считается получаемый с помощью оператора восполнения (3) элемент

y(n) = (n–1(y*n),

решение же y*n задачи (4) называется каркасом приближенного решения. 

Определение 2. Говорят, что имеет место сходимость приближенных решений y(n) к точному решению y* уравнения (1), если (Y(y*, y(n)) 
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 0  (т.е. если расстояние между y(n) и y* по метрике пространства Y может быть сделано сколь угодно малым).

Очевидно, имеет смысл рассматривать также сходимость каркасов приближенных решений, понимая под этим выполнение условия 
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Подобно порядку аппроксимации, вводится понятие порядка сходимости приближенных решений и (или) их каркасов.

Наличие фактических оценок величин 
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 (y*n, (n(y*))  позволяет не только делать выводы о сходимости приближенных решений и (или) их каркасов, но и указывать погрешности получаемых приближений к решению.

Определение 3. Вычислительный процесс называется устойчивым, если малые погрешности исходных данных вызывают малые погрешности результата (рост погрешностей ограничен)
В определении 3 заложено скорее понятие, чем строгое определение численной (вычислительной) устойчивости. Имеется ряд более конкретных определений численной устойчивости применительно к более конкретно поставленным задачам приближенных вычислений.

Тема 7. Численное интегрирование дифференциальных уравнений в частных производных

§1. Классификация дифференциальных уравнений с частными производными
Пусть дано дифференциальное уравнение с частными производными второго порядка с двумя независимыми переменными в общем виде:

F(x, y, u, u'x, u'y, u'xx, u'xy, u'yy) = 0           (1)
где x, y ( независимые переменные; u ( искомая функция; u'x, u'y, u'xx, u'xy, u'yy  ( её первые и вторые частные производные по аргументам x и y.
Решением уравнения (1) называется функция u = u(x, y), обращающая это уравнение в тождество.
График решения представляет собой поверхность в пространстве Oxyu (интегральная поверхность).
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Пример 1. Решить уравнение 
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Интегрируя это уравнение по y два раза, будем иметь u = y((x) + ((x), где ((x) и ((x) ( произвольные функции.
Интегральные поверхности представляют собой линейчатые поверхности, образующие которых параллельны координатной плоскости Oyu.

Уравнение (1) называется вполне линейным, если оно первой степени относительно искомой функции и всех её производных и не содержит их произведений, т.е. если это уравнение может быть записано в виде:
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