18. Приближенные методы вычисления определенных интегралов. (метод парабол). 
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19. Формула Ньютона-Котеса.
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20. Квадратурная формула Гауса.
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интегрирования).



 EMBED PowerPoint.Slide.12 [image: image12.emf]Далее откажемся от равномерного распределения

узлов x

i

на промежутке интегрирования [a, b].

В таком случае целесообразно предварительно

сделать линейную замену

t

a b b a

x

2 2









и преобразовать исходный интеграл к интегралу со

стандартным промежутком интегрирования [–1, 1]:

 



















 



1

1

2 2 2

dt t

a b b a

f

a b

dx ) x ( f

b

a

(9)

Это равенство позволяет рассматривать вычисление

интеграла





 

1

1

dt ) t ( I





 EMBED PowerPoint.Slide.12 [image: image13.emf]т.е. строить квадратурные формулы вида





 

n

i

i i

) t ( A I

1



(10)

от которых на основе

(9)

легко перейти к квадратурным

формулам

(8).

Формула

(10)

имеет

2n

параметров:

n

узлов

t

i

и

n

весов

A

i

.

Если считать, что мы свободны в выборе как узлов,

так и весов, можно попытаться подобрать их такими,

чтобы равенство









  

n

i

i i

) t ( A dt ) t (

1

1

1

(11)

было точным для многочленов степени 2n – 1 или, что

тоже, для 2n степенных функций



(t) = 1, t, t2, …, t 2n – 1.



 EMBED PowerPoint.Slide.12 [image: image14.emf]Формула (11) называется

квадратурной формулой

Гаусса.

Ее решение упирается в решение нелинейной

системы:
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21. Численные методы решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений.

[image: image15.emf]Тема 6. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

§1. Численные методы решения задачи Коши для 

обыкновенных дифференциальных уравнений

Уравнение, содержащее одну или несколько производных,

называют

дифференциальным

.

В зависимости, от числа независимых переменных и,

следовательно, типа входящих в них производных

дифференциальные уравнения делятся на две категории:

- обыкновенные

, содержащие одну независимую

переменную и производные по ней;

- уравнения в частных производных

, содержащие

несколько независимых переменных и производные по

ним, которые называют

частными

.
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уравнение, необходимо знать значения независимой

переменной и (или) ее производных при некоторых

значениях независимой переменной.

Если эти дополнительные условия заданы при одном

значении независимой переменной, то такую задачу

называют

задачей с начальными условиями

или

задачей Коши

.

Если же условия заданы при двух значениях

независимой переменной, задачу называют

краевой

.

В задаче Коши дополнительные условия называют

начальными

, а в краевой задаче –

граничными

.
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Задачу Коши можно сформулировать следующим

образом.

дифференциальное уравнение

y)   f(x,  

dx

dy



и начальное условие

y(x

0

) = y

0

. 

Требуется найти функцию y(x), удовлетворяющую как

указанному уравнению, так и начальному условию.
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Методов для решения задачи Коши очень велико.

К числу таких методов относятся методы Милана,

Адамса-Башфорта и Хемминга.

1) Одношаговые методы

, в которых для нахождения

следующей точки на кривой

y = f(x)

требуется информация

лишь об одном предыдущем шаге.

Одношаговыми являются методы Эйлера и методы

Рунге-Кутта.

2) Многошаговые методы (методы прогноза и

коррекции)

, в которых для отыскивания следующей точки

кривой

y = f(x)

требуется информация более чем об одной

из предыдущих точек.

Чтобы получить достаточно точное числовое значение,

часто прибегают к итерации.


22. Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью степенных рядов. (Дифференцирование уравнений n-го порядка).


[image: image19.emf]§ 2. Интегрирование дифференциальных 

уравнений с помощью степенных рядов

п. 1. Дифференциальное уравнение n-ого порядка
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степенной ряд вида
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непосредственно из начальных условий (2) и

дифференциального уравнения (1).

Для нахождения следующего (n + 2)-го коэффициента

продифференцируем уравнение (1) по правилу

дифференцирования сложной функции.

)! 1 (

) (

0

) 1 (





n

x y

n























1

0

) (

) (

n

k

k

k

1)   (n

dx

dy

y

f

x

f

    y

В результате получим

где для удобства принято y(0) = y. 
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Заметим только, что если уравнение (1) линейное:

где значок «0» означает, что значения

соответствующих производных берутся в точке (x

0

, y

0

, y

0



,

…, y

0

( n – 1)).

Повторяя этот прием шаг за шагом, можно найти и

дальнейшие производные y( n + 2)(x

0

), y(n + 3)(x

0

) …

Нахождение радиуса сходимости h ряда (3), здесь

рассматривать не будем.

y(n ) = р

0

(x) + р

1

(x) y + р

2

(x) y



+ … + р

n

(x) y(n – 1), 

где р

k

(x) (k = 0, 1,…, n) – целые относительно x

аналитические функции (например, x2, ex, sin x, cos x и

т.д.), то можно положить h =



, т.е. в этом случае

степенной ряд (3) сходится для любого значения.
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Написать общий член ряда (6) и исследовать его

сходимость не представляет больших затруднений.


23. Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью степенных рядов.(Сис-ма дифференциальных уравнений).

[image: image26.emf]п. 2. Система дифференциальных уравнений
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Заметим только, что в одном важном частном случае,

если система

(7)

линейная

Аналогично находятся дальнейшие производные y(

k

)(x

0

)

(k = 3, 4, …).

Таким образом, получаем формальное построение ряда.

Вопрос о сходимости рассматривать не будем.

q(x)   y    P(x)  

dx

dy

 

причем матрица

P(x)

и вектор-функция

q(x)

состоят из

целых функций относительно

x

, то соответствующий ряд

(9)

сходится для любого значения

x

.


24. Метод Пикара последовательных приближений.


[image: image30.emf]§3. Метод Пикара последовательных 

приближений

п. 1. Дифференциальное уравнение n-ого порядка
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порядка

y’ = f(x, y) (1)

с начальными условиями

y(x

0

) = y

0

(2)

. 

Предполагается, что в некоторой окрестности точки

M

0

(x

0

, y

0

)

уравнение

(1)

удовлетворяет условиям теоремы

существования и единственности решения.
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Замечание.

При методе последовательных

приближений в качестве начального приближения
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0

,

можно выбирать любую функцию, достаточно близкую к

точному решению

y

.

Например, иногда выгодно в качестве

y

0

брать

конечный отрезок ряда Тейлора искомого решения.
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y(0) = 1.



 EMBED PowerPoint.Slide.12 [image: image36.emf]Решение.

В качестве начального приближения

возьмем

y

0

(x) = 1

. Так как



  

x

dx y x y

0

) ( 1

то будем иметь 

2

1 ) 1 ( 1

2

0

1

x

x dx x y

x

     



Аналогично 



   

















    

x

x

x x dx

x

x x y

0

3

2

2

2

6

1

2

1 1



 EMBED PowerPoint.Slide.12 [image: image37.emf]Подобным же образом получим 

24 3

1

4 3

2

3

x x

x x y

    

120 12 3

1

5 4 3

2

4

x x x

x x y

     

и т.д. 


25. Метод Пикара последовательных приближений (Сис-ма дифференциальных уравнений).


[image: image38.emf]п. 2. Система дифференциальных уравнений 
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Этот метод годится также для дифференциального

уравнения

n

-го порядка, если его записать в виде

системы.


26. Метод Эйлера.
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Таким образом, получаем таблицу:
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0
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27. Метод Рунге-Кутта.


[image: image47.emf]§5. Метод Рунге–Кутта
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Метод Рунге-Кутта обладает значительной
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28. Метод Адамса.
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Для начала процесса нужны четыре значения: 
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начальный отрезок, который определяется, исходя из

начального условия
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, каким-нибудь численным

методом (но не методом Эйлера ввиду его недостаточной

точности).
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29. Метод конечных разностей.


[image: image61.emf]§7. Метод конечных разностей
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где p(x), q(x) и f(x) – непрерывны на отрезке [a, b]. 



 EMBED PowerPoint.Slide.12 [image: image62.emf]Одним из наиболее простых методов решения этой

краевой задачи является

сведение ее к системе

конечно-разностных уравнений

.

Для этого разобьем основной отрезок [a, b] на n

равных частей длины h (шаг), где

n

a b

h





Точки разбиения имеют абсциссы: 

x

i

= x

0

+ ih   (i = 0, 1, 2, …, n);

x

0

= а;  x

n

= b.
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30. Общая схема решения задач численного анализа. Аппроксимация,устойчивость,сходимость.Большинство задач численного анализа, (начальные граничные задачи для дифференциальных уравнений, интегральные уравнения и т.п.), записать в виде уравненияF(y) = z,    (1) где F: Y ( Z – линейный или нелинейный оператор (или функционал), переводящий элементы метрического пространства Y в метрическое пространство Z. Суть  приближенных методов решения таких задач, заключается в том, что уравнение (1) заменяется близким ему, в некотором смысле более простым (обычно конечномерным) уравнениемFn(yn) = zn,         (2) Это уравнение определяется оператором Fn: Yn ( Zn, соответствующим данному оператору F и действующим из метрического пространства Yn в метрическое пространство Zn.При этом элементы yn ( Yn и zn ( Zn рассматриваются как образы элементов y ( Y и z ( Z соответствующих исходных пространств, и  такая связи задается некоторыми операторами сноса (n: Y ( Yn и Z ( Zn , т.е. равенствамиyn = (n(y), zn = (n(z) Обратное соответствие между пространствами Yn и Y, а точнее, между Yn и некоторым подпространством пространства Y, устанавливается с помощью оператора восполнения

 (n–1:y = (n–1(yn)    (3) Схематично связь между четырьмя фигурирующими здесь пространствами показана на рисунке 3. 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


Чтобы понять, как можно описать близость задач (1) и (2), проследим связь между пространствами Y, Z, Zn и Yn на уровне элементов (рис.3б).

Зафиксируем некоторый элемент y ( Y. Его образом в пространстве Z, благодаря данному оператору F, будет элемент z = F(y), а в пространстве Zn с помощью оператора сноса (n получаем элемент (n(F(y)). С другой стороны, тому же элементу y оператор сноса (n ставит в соответствие элемент yn = (n(y) пространства Yn, а ему, в свою очередь, новый оператор Fn сопоставляет элемент Fn((n(y)) пространства Zn. Так как элементы 
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 := Fn((n(y))  служат образами одного и того же элемента y из Y в одном и том же пространстве Zn, то по близости между ними можно судить о том, насколько близки операторы Fn и F.

Говорят, что уравнение Fn(yn) = (n(z)              (4) аппроксимирует уравнение (1) (оператор Fn аппроксимирует оператор F), если для любых y из D(F) ( Y мера аппроксимации
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((, () обозначает метрику, т.е. расстояние между указанными в скобках элементами пространства Zn).Чтобы иметь возможность грубо сравнивать качество различных моделей типа (4) задачи (1), часто используют понятие порядка аппроксимации, связывая стремление к нулю меры аппроксимации (5) с порядком убывания какой-либо зависящей от n малой величины (шага аппроксимации).Предположим, что решения y*(Y и y*n ( Yn уравнений соответственно (1) и (4) существуют и единственны. Поскольку решение задачи (1) ищется в пространстве Y, ее приближенным решением считается получаемый с помощью оператора восполнения (3) элемент y(n) = (n–1(y*n),

решение же y*n задачи (4) называется каркасом приближенного решения. 

Говорят, что имеет место сходимость приближенных решений y(n) к точному решению y* уравнения (1), если (Y(y*, y(n)) 
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 0  (т.е. если расстояние между y(n) и y* по метрике пространства Y может быть сделано сколь угодно малым).

Очевидно, имеет смысл рассматривать также сходимость каркасов приближенных решений, понимая под этим выполнение условия 
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Подобно порядку аппроксимации, вводится понятие порядка сходимости приближенных решений и (или) их каркасов.Наличие фактических оценок величин 
[image: image72.wmf]n

Y
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 (y*n, (n(y*))  позволяет не только делать выводы о сходимости приближенных решений и (или) их каркасов, но и указывать погрешности получаемых приближений к решению.

Вычислительный процесс называется устойчивым, если малые погрешности исходных данных вызывают малые погрешности результата (рост погрешностей ограничен)В определении 3 заложено скорее понятие, чем строгое определение численной (вычислительной) устойчивости. Имеется ряд более конкретных определений численной устойчивости применительно к более конкретно поставленным задачам приближенных вычислений.

31. . Классификация дифференциальных уравнений с частными производными. Пусть дано дифференциальное уравнение с частными производными второго порядка с двумя независимыми переменными в общем виде:F(x, y, u, u'x, u'y, u'xx, u'xy, u'yy) = 0      (1) где x, y ( независимые переменные; u ( искомая функция; u'x, u'y, u'xx, u'xy, u'yy  ( её первые и вторые частные производные по аргументам x и y.Решением уравнения (1) называется функция u = u(x, y), бращающая это уравнение в тождество.График решения представляет собой поверхность в пространстве Oxyu (интегральная поверхность).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Пример 1. Решить уравнение 
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Интегрируя это уравнение по y два раза, будем иметь u = y((x) + ((x), где ((x) и ((x) ( произвольные функции. Интегральные поверхности представляют собой линейчатые поверхности, образующие которых параллельны координатной плоскости Oyu. Уравнение (1) называется вполне линейным, если оно первой степени относительно искомой функции и всех её производных и не содержит их произведений, т.е. если это уравнение может быть записано в виде:
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    (2) Причем коэффициенты A,B,C,a,b,c могут зависеть лишь от ax и y. Если коэфиц не зависит от x и y, то уравнение (2) представл собой линейное дифференц уравнение с постоян коэфиц. Пусть D=AC-B2-дискриминант уравнения. В зависимости от знака D уравнен относ к одному из след типов. D>0 - элиптичекий.

D=0- параболический. D<0-гиперболический. D не сохраняет постоян знака- смешанный тип. 
32.Числовое интегрирование дифференциальных уравнений в частных производных..(Начальные и краевые условия, Задача Коши).Дифференц уравнения с частными производ имеют бесчислен мно-во решений. Поэтому, если физический процесс описывается с помощью производных, то для однозначной хар-ки этого процесса нужно к уравнению присоединить какие-то дополнительные условия. Эти дополнительные данные состоят в простейшем случае состоят из начальных и кравых условий. Различить эти условия можно если одна из неависим переменных играет роль времени, а другая- простой координаты. При этом условия относящиеся к начальному моменту времени н-ся начальными, а условия относящ к финсир значению координат-краевыми.



 EMBED PowerPoint.Slide.12 
[image: image77.emf]Отсюда получаем систему:

Для производных в концевых точках x

0

= a и x

n

= b в

общем случае по необходимости приходится

пользоваться формулами

(4)

.



























 





 

 

  



 

 



   

B

h

y y

y

A

h

y y

y

n i

f y q

h

y y

p

h

y y y

n n

n

i i i

i i

i

i i i

1

1 0

0 1

1 0 0

1 1

2

1 1

) 1 ,..., 2 , 1 (

2

2

 

 

(8)





[image: image78.emf]Введем также обозначения: 

p

i

= p(x

i

),  q

i

= q(x

i

),  f

i

=  f (x

i

). 

Заменяя производные правыми односторонними

конечно-разностными отношениями, для внутренних

точек xi отрезка [a, b] приближенно будем иметь















 



 







 



2

1 2

1

2

h

y y y

y

h

y y

y

i i i

i

i i

i

(3)



 EMBED PowerPoint.Slide.12 [image: image79.emf]Значения в точках деления x

i

искомой функции

y = y(x) (см. рис. 1) и ее производных y



= y



(x), y



= y



(x)

обозначим соответственно через

y

i

=  y (x 

i

),  y

i



=  y 



(x

i

),  y

i



=  y 



(x

i

).

h h h h h h h

y

0

y

1

y

i

y

n

x

0

=0

x

1

x

i

x

n

=b

Рис. 1

0

y


Y





Yn





Zn





Z





(n(y)





y





� EMBED Equation.3 ���





F(y)





F





Fn





(n





(n–1





(n





а)





(n





F





(n





Fn





Y





Z





Yn





Zn





б)











0





y





x





u





u = u(x, y)








[image: image80.wmf]))

y

(

(

F

))

y

(

F

(

n

n

n

j

y

Будем строить искомое решение y = y(x) для значений x  x0. 

Случай x  x0 аналогичен. 

Интегрируя правую и левую части уравнения (1) в пределах от x0 до x, получим



или в силу начального условия (2), будем иметь 



(3)
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§5. Метод Рунге–Кутта 

Рассмотрим числа:

     Пусть дано дифференциальное уравнение первого порядка

y = f(x, y)              (1)

с начальным условием

y(x0) = y0

Выберем шаг h и для краткости введем обозначения 

xi = x0 + ih  и yi = y(xi)   (i = 0, 1, 2, …).
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     Можно, например, использовать метод Рунге-Кутта или разложение в ряд Тейлора 



где i = 1, 2, 3 (или i = –1, 1, 2 с соответствующим изменением нумерации). 

     Зная эти значения, из уравнения (1) можно найти значения производных 

y0, y1, y2, y3, 

и составить таблицу разностей: 

( h y0) = q0; ( hy1) = q1; ( hy2) = q2; 
2(hy0);2(h y1); 2( h y2) 

где q0 = h y0 = h f(x0, y0); q1 = h f(x1, y1); 
q2 = h f(x2, y2); q3 = h f(x3, y3); 
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     Решив эту систему, если это возможно, получим таблицу значений искомой функции y. 

     Таким образом, получена линейная система n + 1 уравнений с n + 1 неизвестными y0, y1, …, yn, представляющими собой значения искомой функции 
y = y(x) в точках  x0, x1, …, xn. 

     Более точные формулы получаются, если воспользоваться симметричными конечно-разностными отношениями: 



(7) 

(i = 1, 2, …, n – 1) 
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Введем также обозначения: 

pi = p(xi),  qi = q(xi),  fi =  f (xi). 

     Заменяя производные правыми односторонними конечно-разностными отношениями, для внутренних точек xi  отрезка [a, b] приближенно будем иметь 



(3) 
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     Значения в точках деления xi искомой функции 
y = y(x) (см. рис. 1) и ее производных  y = y(x), y = y(x) обозначим соответственно через 

yi  =  y (x i),  yi  =  y (xi),  yi   =  y (xi). 
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   Отсюда получаем систему: 

     Для производных в концевых точках x0 = a и  xn  = b в общем случае по необходимости приходится пользоваться формулами (4). 



(8) 
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и затем найти второе приближение по более точной формуле 



     Если yiI и yiII отличаются лишь на несколько единиц последнего сохраняемого десятичного разряда, то можно положить 

yiI  =  yiII, 

а затем, найдя 

yi + 1 = yi + yi, 

перевычислить конечные разности (7). 
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§7. Метод конечных разностей 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 

y" + p(x) y + q(x) y = f(x)    (1) 

с двухточечными линейными краевыми условиями 



(2) 

(|0| + |1|  0, |0| + |1|  0,) 

где p(x), q(x) и f(x) – непрерывны на отрезке [a, b]. 
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     Одним из наиболее простых методов решения этой краевой задачи является сведение ее к системе конечно-разностных уравнений. 

     Для этого разобьем основной отрезок [a, b] на n равных частей длины h (шаг), где 



Точки разбиения имеют абсциссы: 

xi = x0 + ih   (i = 0, 1, 2, …, n); 

x0 = а;  xn  = b. 
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     После этого, строго говоря, следует снова найти yiII по формуле (8). 

   Поэтому шаг h должен быть таким, чтобы этот пересчет был излишним. 

    На практике шаг h  выбирают столь малым, чтобы в формуле  (8) можно было пренебречь членом 



     Если же расхождение величин yiI и yiII значительно, то следует уменьшить шаг h. 
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     Дальнейшие значения yi (i = 4, 5, …) искомого решения можно шаг за шагом вычислять по формуле Адамса, пополняя по мере необходимости таблицу разностей. 

     Зная числа в нижней косой строке, найдем  y3 по формуле Адамса 



и далее величину y4 = y3 +  y3. Зная теперь y4, вычислим q4 = h f(x4, y4), после чего можно написать следующую косую: 

q3 = q4 – q3,      2q2 = q3 – q2,      3q1 = 2q2 – 2q1. 
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     Новая косая строка позволяет вычислить по формуле Адамса значение  y4: 



а следовательно y5 = y4 +  y4 и т.д. 

     Для контроля рекомендуется, вычислив первое приближение для  yi по формуле 



     определить yi + 1 = yi + yiI, подсчитать конечные разности 

( h yi),     2(h yi–1),    3(h yi – 2)        (7) 
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		x		y		y		q		q		2q		3q

		x0		y0				q0						

						 y0				q0				

		x1		y1				q1				2q0		

						 y1				q1				3q0

		x2		y2				q2				2q1		

						 y2				q2				
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		xn												









S S O O T

e 3
7 Y

A & =7
7 Y [

= I 3 =0
7

e o3

o






     Кроме того, важным преимуществом этого метода является возможность применения «переменного шага».

     В противном случае шаг уменьшают в два раза. 

     Такого рода вычислительную схему легко запрограммировать для работы на ЭВМ. 

     Метод Рунге-Кутта обладает значительной точностью и, несмотря на свою трудоемкость, широко используется при численном решении дифференциальных уравнений с помощью ЭВМ. 
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     В силу второй интерполяционной формулы Ньютона с точностью до разностей четвертого порядка получаем: 



(4) 

где 



или 



(4) 

     Подставляя выражение (4) в формулу (3) и учитывая, что 

dx = h dq 

будем иметь 
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     Отсюда получаем экстраполяционную формулу Адамса 



(5) 

     Для начала процесса нужны четыре значения: 

y0,  y1 = y(x1) = y(x0 + h),  y2 = y(x0 + 2h),  y3 = y(x0 + 3h), 

начальный отрезок, который определяется, исходя из начального условия (2), каким-нибудь численным методом (но не методом Эйлера ввиду его недостаточной точности). 
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§6. Метод Адамса 

     Пусть дано дифференциальное уравнение первого порядка

y = f(x, y)              (1) 

с начальным условием            y(x0) = y0                (2) 

     Пусть xi (i = 0, 1, 2, …) – система равноотстоящих значений с шагом h и yi = y(xi). 

     Очевидно, имеем 



(3)
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     Для вычисления по формуле (3) удобно пользоваться схемой, приведенной в таблице. 

i 

x

y

k = hf(x, y) 

0

-

1

-

-

-

x1 

y1 

…

y 

…

x0

 x0 +    

 x0 +    

 x0 + h





y0

y0 +      

y0 +      

y0 + k3(0)





k1(0)

k2(0)

k3(0)

 k4(0) 

k1(0)

2k2(0)

2k3(0)

k4(0)









image1.wmf

0


6


1


y


D


=


å




image2.wmf

2


k


)


0


(


1




image3.wmf

2


k


)


0


(


2




image4.wmf

2


h




oleObject1.bin



oleObject2.bin



oleObject3.bin



oleObject4.bin



oleObject5.bin





2 s e 9 s

N






     Эффективная оценка погрешности метода Рунге-Кута затруднительна. 

     Поэтому для определения правильности выбора шага h на практике обычно на каждом этапе из двух шагов применяют двойной пересчет. 

     А именно, исходя из текущего верного значения y(xi), вычисляют величину y(xi +2h) двумя способами: один раз с шагом h, а другой раз с двойным шагом H = 2h. 

     Если расхождение полученных значений не превышает допустимой погрешности, то шаг h для данного этапа выбран правильно и полученное с его помощью значение можно принять за y(xi +2h). 
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(2)

     Согласно обычному методу Рунге-Кутта, последовательные значения yi искомой функции y определяются по формуле

где

yi+1 = yi + yi,

yi =    ( k1(i)  + 2 k2(i) + 2 k3(i) + k4(i))   (i = 0, 1, 2, …).       (3) 







image1.wmf

ï


ï


ï


î


ï


ï


ï


í


ì


+


+


×


=


+


+


×


=


+


+


×


=


×


=


),


,


(


),


2


,


2


(


),


2


,


2


(


),


,


(


)


(


3


)


(


4


)


(


2


)


(


3


)


(


1


)


(


2


)


(


1


i


i


i


i


i


i


i


i


i


i


i


i


i


i


i


k


y


h


x


f


h


k


k


y


h


x


f


h


k


k


y


h


x


f


h


k


y


x


f


h


k




image2.wmf

6


1




oleObject1.bin



oleObject2.bin





R
ERTRCE
Loow
(RN
b e i
e e . W B 3
S 2o

@y

speben sz 20 0-012.0 @








(6) 

где под интегралом от вектор-функции 



понимается вектор 







image1.wmf

ò


+


=


x


x


dx


y


x


f


y


y


0


)


,


(


0




image2.wmf

ú


ú


ú


ú


ú


ú


ú


û


ù


ê


ê


ê


ê


ê


ê


ê


ë


é


=


ò


ò


ò


x


x


n


x


x


x


x


dx


f


dx


f


dx


f


0


0


0


1


M




image3.wmf

ú


ú


ú


û


ù


ê


ê


ê


ë


é


=


n


f


f


f


M


1




oleObject1.bin



oleObject2.bin



oleObject3.bin





sesetena @

. m,m,.m—,.[_]






если y(x0) = f(x0, y(x0)) и h = x1 – x0 подставим в уравнение (1), то в результате получим выражение для y(x1):



     Если длина шага h выбрана достаточно малой, то членом второго порядка (включая h2) можно пренебречь и получить:

y1 = y0 + h f(x0, y0)

которое и является приближением Эйлера.

     Повторяем процесс и генерируем последовательность точек, которые приближают кривую, являющуюся решением, y = y(x). 





image1.wmf

2


)


(


))


(


,


(


)


(


)


(


2


1


0


0


0


1


h


c


y


x


y


x


f


h


x


y


x


y


×


¢


¢


+


×


+


=




oleObject1.bin





Sy = T ) 8 = = e &
S S U

DRSS

ptste ’

nExentn)
s e UG g
o ez 0 reemmer

s Tt Krapes RN RS
Ry e,y Y00





Решение. При h = 0,1 последовательные значения аргумента будут:

     Вычислим соответствующие значения исходной функции:

x0 = 0, x1 = 0,1, x2 = 0,2, x3 = 0,3, … . 
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………………………………………………………….

Таким образом, получаем таблицу:

x

y

0

1

0,1

1,1

0,2

1,183

0,3

1,254

0,4

1,315
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     Общим шагом метода Эйлера является

xk+1 = xk + h, yk+1 = yk + h f(xk, yk)  для  k = 0, 1, …, n–1.

Ограничиться отысканием первых четырех значений y.

Пример. Найти, используя метод Эйлера, значения функции y, определяемой дифференциальным уравнением                , при начальных условиях y(0) = 1, принимая h = 0,1. 
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§4. Метод Эйлера 

     Разделим интервал [a, b] на n равных частей и выберем точки xk = a + kh для k = 0, 1, …, n, где 

     Дифференциальное уравнение y = f(x, y) определяет на плоскости так называемое поле направлений, т.е. определяет в каждой точке плоскости, в которой существует функция f(x, y), направление интегральной кривой уравнения, проходящей через эту точку. 

     Допустим, что требуется решить задачу Коши, т.е. найти решение уравнения y = f(x, y), удовлетворяющее начальным условиям y(x0) = y0. 
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     Для каждого значения x существует такое с1, которое лежит между x0 и x, что

     Значение h называется длиной шага. 

     Найдем приближенное решение задачи Коши.

     Предположим, что y(x), y(x) и y(x) непрерывны, и используем теорему Тейлора, чтобы разложить функцию y(x) в окрестности точки x = x0. 



(1) 
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     Последовательные приближения       (p = 1, 2, …) определяются по формуле 





Причем обычно полагают 



     Этот метод годится также для дифференциального уравнения n-го порядка, если его записать в виде системы. 
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     Заметим, что при пользовании методом последовательных приближений аналитичность правой части дифференциального уравнения необязательна, поэтому этот метод можно применять и в тех случаях, когда разложение решения дифференциального уравнения в степенной ряд невозможно.

Пример 1. Методом последовательных приближений найти приближенное решение дифференциального уравнения

y’ = x – y, 

Удовлетворяющее начальному условию y(0) = 1. 
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Подобным же образом получим 





и т.д. 
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п. 2. Система дифференциальных уравнений (метод Пикара) 

Дана система дифференциальных уравнений 



(4) 

где 



(5) 

     Записывая векторное уравнение (4) в интегральной форме, будем иметь 
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     Решение. В качестве начального приближения возьмем y0(x) = 1. Так как 



то будем иметь 



Аналогично 
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Далее подставив в равенстве (3) вместо неизвестной функции y найденную функцию y1, будем иметь второе приближение



и т.д. 

Все дальнейшие приближения строятся по формуле 



(n = 1, 2, …) 

     Геометрически последовательные приближения представляют собой кривые yn = yn(x) (n = 1, 2, …), проходящие через общую точку M0(x0, y0). 
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y

0

x0

x

x + h

x

     Замечание. При методе последовательных приближений в качестве начального приближения y0, можно выбирать любую функцию, достаточно близкую к точному решению y.

     Например, иногда выгодно в качестве y0 брать конечный отрезок ряда Тейлора искомого решения.
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     Заменяя в равенстве (3) неизвестную функцию y данным значением y0, получим первое приближение

     Так как искомая функция y = y(x) находится под знаком интеграла, то уравнение (3) является интегральным. 

     Очевидно, решение интегрального уравнения (3) удовлетворяет дифференциальному уравнению (1) и начальному условию (2).

     Для нахождения этого решения применим метод последовательных приближений. 
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Тема 6. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

§1. Численные методы решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений

     Уравнение, содержащее одну или несколько производных, называют дифференциальным. 

     В зависимости, от числа независимых переменных и, следовательно, типа входящих в них производных дифференциальные уравнения делятся на две категории:

- обыкновенные, содержащие одну независимую переменную и производные по ней;

- уравнения в частных производных, содержащие несколько независимых переменных и производные по ним, которые называют частными.
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Пример 1. Написать несколько членов разложения в степенной ряд решения y = y(x) уравнения

y + xy + y = 0 

(4)

удовлетворяющего начальным условиям 

y(0) = 0, y(0) =1 

Решение. 

Полагаем



где y(0) = 0, y(0) =1 
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   Предположим, что компоненты fi   (i = 1, 2, …, n) правой части f(x, y) уравнения (7) являются аналитическими функциями в точке (x0, y1(0), … , yn(0)), т.е. в некоторой окрестности этой точки разлагаются в степенной ряд вида



     где постоянные коэффициенты       могут быть определены по формуле





( i = 1, 2, …, n) 
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Отсюда 

y(2)(x0) = fx'(x0, y(0)) + fy'(x0, y(0)) f(x0, y(0)) 

Заметим только, что в одном важном частном случае, если система (7) линейная 

Аналогично находятся дальнейшие производные y(k)(x0) 
(k = 3, 4, …). 

Таким образом, получаем формальное построение ряда. 

Вопрос о сходимости рассматривать не будем. 



причем матрица P(x) и вектор-функция q(x) состоят из целых функций относительно x, то соответствующий ряд (9) сходится для любого значения x. 
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§3. Метод Пикара последовательных приближений 

п. 1. Дифференциальное уравнение n-ого порядка 

     Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка 

y’ = f(x, y)            (1) 

с начальными условиями

y(x0) = y0            (2). 

     Предполагается, что в некоторой окрестности точки M0(x0, y0) уравнение (1) удовлетворяет условиям теоремы существования и единственности решения. 
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     В таком случае решение уравнения (7), удовлетворяющее условиям (8), является аналитическим по x и, следовательно, имеет вид 



(9)

где 

y(x0) = y(0)       и      y'(x0) = f(x0, y(0)) 

(10)

     Для нахождения остальных коэффициентов разложения можно использовать последовательное дифференцирование уравнения (7) по правилу дифференцирования сложной функции 



где 
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Следовательно,

Из этих равенств вытекает, что

y (0) = –21 = –2

yIV (0) = –30 = 0

yV (0) = – 4(–2) = 8



(6)

     Написать общий член ряда (6) и исследовать его сходимость не представляет больших затруднений. 
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п. 2. Система дифференциальных уравнений 

Пусть искомая система функций



удовлетворяет системе дифференциальных уравнений 



(7)

и начальным условиям 

y(x0) = y(0) 

(8)

где 
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Из уравнения (4) получаем 

y = – xy – y 

(5)

Отсюда

y(0) = – y(0) = 0 

     Дифференцируя последовательно уравнение (5) будем иметь 

…………………..

y = – xy – 2y

yIV = – xy – 3y

yV = – xyIV – 4y
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§ 2. Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью степенных рядов 

п. 1. Дифференциальное уравнение n-ого порядка 

     Рассмотрим сначала дифференциальное уравнение 
n-ого порядка

(1)

y(n) = f(x, y, y, …, y(n–1))

     при начальных условиях:

y(x0) = y0, y(x0) = y0, …, y(n–1)(x0) = y0(n–1)

(2)
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     Первые n + 1 коэффициентов ряда (3) определяются непосредственно из начальных условий (2) и дифференциального уравнения (1). 

  Для нахождения следующего (n + 2)-го  коэффициента
                  продифференцируем уравнение (1) по правилу дифференцирования сложной функции. 





В результате получим

где для удобства принято y(0) = y. 
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Отсюда



  Заметим только, что если уравнение (1) линейное:

   где значок «0» означает, что значения соответствующих производных берутся в точке (x0, y0, y0, …, y0( n – 1)). 

     Повторяя этот прием шаг за шагом, можно найти и дальнейшие производные y( n + 2)(x0), y(n + 3)(x0) …

     Нахождение радиуса сходимости h ряда (3), здесь рассматривать не будем. 

y(n ) = р0(x) + р1(x) y + р2(x) y + … + рn(x) y(n – 1), 

где рk(x) (k = 0, 1,…, n) – целые относительно x аналитические функции (например, x2, ex, sin x, cos x и т.д.), то можно положить h = , т.е. в этом случае степенной ряд (3) сходится для любого значения. 
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т.е. в некоторой окрестности этой точки разлагается в степенной ряд вида

     Предположим, что первая часть уравнения (1) является аналитической функцией в начальной точке

x0, y0, y0, …, y0(n–1),



где 0, 1, …, n – целые неотрицательные числа и
                 – некоторые постоянные коэффициенты. 



  Тогда, как известно, интеграл y = y(x) уравнения (1), отвечающий начальным условиям (2), является аналитическим в точке x0 и, пользуясь рядом Тейлора, можно положить:



(3)

при |x – x0| < h 





image1.wmf

n


n


n


n


n


n


y


y


y


y


x


x


C


y


y


y


x


f


a


a


a


a


a


a


a


a


a


)


(


)


(


)


(


)


,...,


'


,


,


(


)


1


(


0


)


1


(


0


0


)


1


(


1


0


1


0


1


0


-


-


-


-


-


-


=


å


K


K


K




image2.wmf

k


k


k


x


x


k


x


y


 


y(x)


)


(


!


)


(


0


0


0


)


(


-


=


å


¥


=




image3.wmf

n


С


a


a


a


K


1


0




oleObject1.bin



oleObject2.bin



oleObject3.bin





Pt prc e

e ens™lm TpmalemaPUm AT AT

@ o o . - dans semonmanss waa 0
-

TR waseone, wararan y = 09 s ()

o=






     Пусть даны:

     Задачу Коши можно сформулировать следующим образом.

     дифференциальное уравнение



и начальное условие

y(x0) = y0. 

 Требуется найти функцию y(x), удовлетворяющую как указанному уравнению, так и начальному условию.
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     Остановимся на двух группах: 

     Методов для решения задачи Коши очень велико. 

     К числу таких методов относятся методы Милана, Адамса-Башфорта и Хемминга.

1) Одношаговые методы, в которых для нахождения следующей точки на кривой y = f(x) требуется информация лишь об одном предыдущем шаге. 

     Одношаговыми являются методы Эйлера и методы Рунге-Кутта.

2) Многошаговые методы (методы прогноза и коррекции), в которых для отыскивания следующей точки кривой y = f(x) требуется информация более чем об одной из предыдущих точек. 

     Чтобы получить достаточно точное числовое значение, часто прибегают к итерации. 
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     Чтобы решить обыкновенное дифференциальное уравнение, необходимо знать значения независимой переменной и (или) ее производных при некоторых значениях независимой  переменной. 

     Если эти дополнительные условия заданы при одном значении независимой переменной, то такую задачу называют задачей с начальными условиями или задачей Коши. 

     Если же условия заданы при двух значениях независимой переменной, задачу называют краевой. 

     В задаче Коши дополнительные условия называют начальными, а в краевой задаче – граничными.
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Pn(x0 + qh) = y0 + qy0 +                 2y0 + … + 

+                                 ny0 





Пусть n=1,  т.е. имеется всего две точки x0 и x1=x0 + h, в которых известны значения функции (y0 = f(x0) и 
y1 = f(x1)) 

Этим точкам соответствуют значения 0 и 1 переменной q. 

Следовательно 
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§3. Квадратурная формула Гаусса

Общий вид линейной квадратурной формулы – это



(8)

где фиксированные аргументы xi называют узлами, 

а коэффициенты Ai – весами (весовыми коэффициентами) квадратурной формулы (определенный интеграл  приближенно равен среднему взвешенному значений подынтегральной функции, вычисленных в определенных точках промежутка интегрирования).
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т.е. строить квадратурные формулы вида



(10)

от которых на основе (9) легко перейти к квадратурным формулам (8).

Формула (10) имеет 2n параметров: n узлов ti и n весов Ai. 

Если считать, что мы свободны в выборе как узлов, так и весов, можно попытаться подобрать их такими, чтобы равенство



(11)

было точным для многочленов степени 2n – 1 или, что тоже, для 2n степенных функций (t) = 1, t, t2, …, t 2n – 1. 
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Формула (11) называется квадратурной формулой Гаусса.

Ее решение упирается в решение нелинейной системы:

Однако, решение этой системы затруднительно, но его не сложно обойти, если знать конечный результат. Но мы рассматривать их не будем.
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Далее откажемся от равномерного распределения узлов xi на промежутке интегрирования [a, b].

В таком случае целесообразно предварительно сделать линейную замену



и преобразовать исходный интеграл к интегралу со стандартным промежутком интегрирования [–1, 1]:



(9)

Это равенство позволяет рассматривать вычисление интеграла
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Положим в (3) n = 2, т.е. проинтерполируем функцию f(x) по трем точкам: x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 = 2h. 

Тогда 



= h [ 2y0 + 2(y1 – y0) +      (y2 – 2y1 + y0)] = 



=       (y0 + 4y1 + y2) 



(6) 

     Полученное приближенное равенство называется простейшей формулой Симпсона. 

Ее остаточный член: 



,   (x0, x2) 

(7) 
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Предполагая теперь n = k, мы придем к частным формулам Ньютона-Котеса: 



(6) 

где xi = x0 + ih, а коэффициенты Bk,      , и остаточные члены rk(h) задаются таблицей (точка (x0,xk), для каждого  k своя). 
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     Получена простейшая квадратурная формула трапеций, к которой можно прийти и из геометрических соображений: 

























x0

h

x1

y1

y0

y = L1(x)

y = f(x)



Остаточный член этой формулы: 



(5) 

где 1  (x0, x1) – некоторая точка. 
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          ( y2 + 4y1 + y0 + y4 + 4y3 + y2 + y6 + 4y5 + y4 + … + 4y2n–1 + y2n–2) = 



=      {f(a) + f(b)+ 2                   + 4                    } 
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§2. Формулы Ньютона-Котеса 

Необходимо вычислить 



Делим отрезок [a, b] на n равных частей. 

Шаг разбиения                и   x0 = a, x i = x i –1 + h (i=1,2,…,n–1),  xn= b. 



Тогда 



(1)

– квадратурная формула Ньютона-Котеса, 

где 



(2)

– коэффициенты Котеса. 

(значению x = a, соответствует значение q = 0, а x = b – значение q = n и dx = hdq) 
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     Эти формулы определяют семейство квадратурных формул. 

     Параметром этого семейства является число n – степень интерполяционного многочлена, которым заменяется подынтегральная функция. 

     Рассмотрим несколько простейших частных случаев, соответствующих небольшим значениям n  N. 

     При этом конкретные формулы будем получать не на основе общих формул, а используя для этой цели вместо многочлена Лагранжа 



     Эквивалентный  ему первый интерполяционный многочлен Ньютона: 
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Вывод: 



{f(a) + f(b)+ 2                   + 4                    } 





Оценка погрешности формулы парабол: 



где 
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= 2h y0 + 2hy0 +      h2y0 – 2y0 h = 



= h (2y0 +2(y1 – y0) +     (y2 – 2y1 + y0)) = 



= h (    y2 +     y1 +     y0) =     ( y2 + 4y1 + y0) 











тогда на промежутке [x0, x2] имеем: 
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3)  Метод парабол (Симпсона). 

Пусть дан интеграл 



     Отрезок интегрирования [a, b] разобьем на 2n равных частей: a = x0 <  x1 < x2 < x3 <…< x2n = b. 

     Заменим функцию f(x) на [x0, x2] интерполяционным многочленом Ньютона с узлами x0, x1, x2. 

P2(x) = y0 +            (x – x0) +            (x – x0)(x – x1) 





Где (x – x1) = x – x0 – h 

Тогда          (x – x0)(x – x1) = (x – x0)( x – x0 – h) = 

=(x – x0)2 – h(x – x0) 
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